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ll. Theil: Integral-Rechnung. 


Von 


Dr. Ludwig Kiepert, 


Geheimer Regierungsratl, 
Professor der Mathematik an der technischen Hochschule zu Hannover. 


Siebente verbesserte und vermehrte Auflage 
des gleichnamigen Leitfadens von 


weil. Dr. Max Stegemann. 


Mit 139 Figuren im Texte. 


Hannover 1900. 


Helwingsche Verlagsbuchhandlung. 
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Vorrede zur ersten Auflage. 


In ähnlicher Weise wie bei der Differential- Rechnung habe 
ich bei der Bearbeitung des vorliegenden, die Integral-Rechnung 
behandelnden Bandes die didaktische Seite besonders berück- 

. sichtigt. Ich bin deshalb bei der Anordnung des Stoffes zuweilen 
von dem gewöhnlichen Lehrgange abgewichen; so z.B. habe 
ich zu Anfang das Integral als eine reine Umkehrung des Diife- 
rentials definirt und erst später den Begriff desselben erweitert. 

& Nach dieser höchst einfachen und leicht fasslichen Definition 

shabe ich unmittelbar die Methoden vorgetragen, die zur Be- 
stimmung des allgemeinen Integrals führen. Die zahlreichen 
Uebungs-Beispiele, welche hierbei eingeschaltet sind, dürften 
um so mehr am Platze sein, weil es erfahrungsmässig feststeht, 

‚dass zum weiteren Eindringen in diesen subtilen Theil der 
Mathematik grosse Gewandtheit in den arithmetischen Opera- 
tionen und klare Uebersicht über dieselben durchaus nothwendig 
ist, und dass dem Anfänger an einem Beispiele oft Manches 

- klar wird, was ihm in der allgemeinen Theorie nur halb ver- 
ständlich geworden oder ganz unverständlich geblieben ist. 

Es liegt in der Natur des Menschen, dass er nur selten 
eine allgemeine Theorie auf einmal erfasst; in der Regel steigt 
er von speciellen Fällen zur allgemeinen Theorie hinauf. Die 
Geschichte der Wissenschaft giebt hierfür viele Belege; so z. B. 
waren die Gesetze des freien Falles, des Pendels und der Pla- 
neten-Bewegungen schon lange bekannt, als sie in en allgemeines 
Gesetz, das Gravitations- Gesetz, zusammengefasst wurden. 


48 ı 52 9 


IV Vorrede. 


An die Behandlung des allgemeinen Integrals (Seite 1—134) 
hätte ich die Behandlung des bestimmten Integrals und der 
dahin gehörigen Untersuchungen (Seite 162 — 242). unmittelbar 
anreihen können. Ich habe jedoch das Capitel über: die Qua- 
dratur der Curven (Seite 135—161) dazwischen eingeschaltet, 
theils um hieran die Bedeutung der Integrations-Constanten 
und die Ermittelung des Werthes derselben zu erläutern; 
besonders aber, um mir hierdurch ein ausgezeichnetes Mittel zur 
Behandlung der bestimmten Integrale, der Doppel-Integrale u. s. w. 
zu verschaffen. Diese Anordnung dürfte schon durch die Para- 
sraphen 45—50 allein gerechtfertigt werden. Die Differential- 
Gleichungen sind nur soweit behandelt, als sie dem wissen- 
schaftlichen Techniker unentbehrlich sind. Ich konnte“ mich 
zu dieser Einschränkung um so eher entschliessen, weil ich 
hoffe, dass den beiden erschienenen Bänden (welche übrigens 
für sich ein Ganzes bilden sollen), später noch zwei andere 
Bände über Differential- und Integral-Rechnung folgen werden. 


Hannover, d. 16. August 1863. 


M. Stegemann. 


Vorrede zur vierten Auflage. 


Der ungewöhnlich starke Absatz, welchen die Integral- 
Rechnung von Stegemann gefunden hat, ist ein Zeichen dafür, 
dass die darin angewendete Methode für den Lernenden durch- 
aus angemessen ist. 

Daneben kann indessen nicht geleugnet werden, dass die 
drei bisherigen Auflagen eine grosse Zahl von Ungenauigkeiten 
und Druckfehlern enthielten, und dass ausserdem manche Unter- 
suchungen und Sätze fehlten, welche auch für den Techniker 
unentbehrlich sind. 

Deshalb erschien eine vollständige Umarbeitung und eine 
durchgreifende Ergänzung des Buches erforderlich. Dies ist 
nun in der vorliegenden Auflage geschehen; die zahlreich 
bemerkten Fehler sind verbessert, viele Beweise strenger zefasst 
und die wesentlichsten Lücken ausgefüllt worden. Trotzdem 
hat der Umfang des Buches nur eine Erweiterung von wenigen 
Bogen erfahren, da es möglich war, viele Entwickelungen kürzer 
zu fassen. 

Für die Abgrenzung des Stoffes waren dem Herausgeber 
die Anforderungen massgebend, welche von einem billig denken- 
den Examinator bei der ersten Staats-Prüfung (Bauführer- 
Prüfung) in Integral-Rechnung gestellt werden dürften. 

Es soll jedoch ausdrücklich hervorgehoben werden, dass 
das Buch auch für solche Leser geeignet ist, welche an der 
Universität Mathematik Studiren. 


VI Vorrede. 


Im Ganzen ist die von Stegemann gewählte Anordnung und 
Behandlung des Stoffes so viel wie möglich beibehalten. Be- 
sondere Sorgfalt ist darauf verwendet, das Buch durchweg leicht 
verständlich zu fassen, so dass es bei voller Berücksichtigung 
der wissenschaftlichen Strenge doch für den Lernenden, nicht 
für den Gelehrten berechnet ist. 

Hinzugefügt ist auch eine Tabelle der hergeleiteten Formeln, 
welche einerseits die Anwendungen sehr erleichtert, andererseits 
aber ein erprobtes Hülfsmittel bei Repetitionen bietet. 


Hannover, d. 11. August 1885. 


L. Kiepert. 


Vorrede zur fünften Auflage. 


Als es im Kreise meiner Fachgenossen bekannt wurde, dass 
ich eine neue Auflage der Differential- und Integral-Rechnung 
von Stegemann herausgegeben hätte, erhielt ich von hoch- 
geschätzter Seite den dringenden Rath, doch lieber ein eigenes 
Lehrbuch zu schreiben. Dieser Aufforderung bin ich dadurch 
nachgekommen, dass ich die kürzlich erschienene 6'° Auflage der 
Differential-Rechnung und ebenso die hier vorliegende 5° Auflage 
der Integral-Rechnung fast im vollen Umfange neu abgefasst 
habe. Von dem Texte des Stegemann’schen Leitfadens habe ich 
nur wenige Stellen und von den Aufgaben nur eine kleine Zahl 
beibehalten; dagegen habe ich mich in einem Punkte eng an 
das ursprüngliche Werk angeschlossen, nämlich in dem Bestreben, 
die Darstellung und Anordnung so zu wählen, dass der Anfänger 
dem Lehrgange ohne Schwierigkeit folgen kann. Ich habe des- 
halb eine möglichst elementare Fassung gewählt und zur Er- 
läuterung zahlreiche Uebungs-Beispiele hinzugefügt. Die Reihen- 
folge ist so getroffen, dass das Neue an Bekanntes angeknüpft 
wird, damit der Lernende von leichten Aufgaben allmählich zu 
schwierigeren aufsteigt. 

Aus diesem Grunde ist auch die Eintheilung des Stoffes in 
‘der Weise erfolgt, dass in dem ersten Theile von der Integration 
der gebrochenen rationalen, der irrationalen und der trans- 
cendenten Functionen nur die einfacheren Fälle behandelt sind, 
und dass dann sogleich die Anwendungen der Integral-Rechnung 
auf die Quadratur und Rectification der Curven, auf die Kubatur 


vll Vorrede. 


der Rotationskörper und auf die Complanation der Rotations- 
flächen folgen. Wenn der Lernende möglichst früh erkennt, 
welche Vortheile die Integral-Rechnung bei den Anwendungen 
auf die Geometrie bietet, wird er mit grösserem Interesse und 
reiferem Verständnisse an die ausführliche Behandlung der 
Partialbruch-Zerlegung und an die mühsameren Methoden, welche 
bei der Integration irrationaler und transcendenter Functionen 
zu erfassen sind, herantreten. Dagegen würde er leicht ermüden, 
wenn er die ganze Theorie vor den Anwendungen, welche ausser- 
dem zur Einübung und Befestigung” der bis dahin erklärten 
Formeln und Sätze dienen, durcharbeiten müsste. 

Den theoretischen Erörterungen des zweiten Theiles sind 
gleichfalls zahlreiche Aufgaben aus der Geometrie beigefügt. 
Leider mussten die interessanten und äusserst lehrreichen 
Anwendungen auf die Mechanik ausgeschlossen werden, weil 
sonst der Umfang des Lehrbuches über Gebühr gewachsen wäre. 

Obgleich die früheren Auflagen in erster Linie für die 
Studirenden an den technischen Hochschulen bestimmt waren, 
hat das Buch doch auch bei den Lehrern und Studirenden der 
Mathematik an den Universitäten freundliche Aufnahme und 
Verbreitung gefunden. Diesem höchst erfreulichen Umstande 
habe ich Rechnung getragen, indem ich die meisten Erklärungen 
und Beweise noch strenger gefasst und den Inhalt wesentlich 
bereichert habe. Freilich darf man in dieser Beziehung bei 
einem Buche, mit dessen Hülfe sich der Anfänger vor allen 
Dingen tüchtige Fertigkeit im Differentiiren und Integriren 
aneignen soll, nicht gar zu hohe Anforderungen stellen. 

Die Citate aus der Differential-Rechnung beziehen sich auf 
die 61° Auflage, welche im November 1892 erschienen, zur Zeit 
aber bereits vergriffen ist. In der alsbald folgenden 7ter Auflage 
der Differential-Rechnung soll daher dieselbe Anordnung der 
Abschnitte und Paragraphen beibehalten werden, damit die Citate 
auch dafür noch zutreffende sind. 

Den Herren Lampe, von Mangoldt, Franz Meyer, Runge 
und Voss, die mir auch bei der Umarbeitung der Integral- 
Rechnung werthvolle Rathschläge ertheilt haben, bin ich zu 
aufrichtigem Danke verpflichtet; ganz besonders Herrn Voss für 


Vorrede. IX 


die ausführlichen Mittheilungen über kritische Stellen des Buches. 
Ausserdem muss ich mit dem besten Danke die freundliche Mit- 
wirkung des Herrn Petzold beim Lesen der Correctur hervor- 
heben. 

Die Verlagsbuchhandlung ist allen“meinen Wünschen auf 
das Bereitwillieste entgegengekommen, wofür ich auch an dieser 
Stelle meinen verbindlichsten Dank ausspreche. 


Hannover, d. 23. April 1894. 


L. Kiepert. 


Vorrede zur sechsten Auflage ı 


Die vorliegende sechste Auflage unterscheidet sich weder 
dem Umfange noch dem Inhalte nach wesentlich von der fünften 
Auflage, seit deren Erscheinen ein so kurzer Zeitraum ver- 
strichen ist, dass sich inzwischen nur an wenigen Stellen das 
Bedürfniss, Veränderungen vorzunehmen, ergeben hatte. Doch 
habe ich auch bei der Integral-Rechnung die Verbesserungs- 
vorschläge, welche mir von befreundeter Seite zugegangen sind, 
und für die ich hierdurch meinen aufrichtigen Dank ausspreche, 
nach Möglichkeit berücksichtigt. Der mir mehrfach ertheilte 
Rath, die Differential-Rechnung und die Integral-Rechnung nicht 
getrennt zu behandeln, sondern mit der Integral- Rechnung zu 
beginnen, sobald die ersten Abschnitte der Differential-Rechnung 
erledigt sind, Konnte aus rein äusserlichen Gründen nicht befolgt 
werden. Es bleibt aber jedem Leser überlassen, die Anordnung 
des Unterrichtsstoffes in dem angedeuteten Sinne zu ändern. 
Davon mache ich auch in meinen eigenen Vorträgen, welche 
an der hiesigen technischen Hochschule im October eines jeden 
Jahres ihren Anfang nehmen, Gebrauch, um bis zu Weihnachten 
diejenigen Abschnitte durchzunehmen, welche in den zu Neujahr 
einsetzenden Vorträgen über Mechanik als bekannt vorausgesetzt 
werden. Ich lasse deshalb den Abschnitten I bis IV, VII bis 
XI der Differential-Rechnung unmittelbar den ganzen ersten 
Theil der Integral- Rechnung folgen und kehre erst dann wieder 
zur Differential- Rechnung: zurück. 


Vorrede. XI 


Wie schon in der Vorrede zur fünften Auflage hervor- 
gehoben wurde, enthält der Leitfaden in seiner jetzigen Form 
nur wenig von dem Stegemann’schen Werke, so dass ich nun- 
mehr selbst als Verfasser in der neuen Auflage aufgeführt bin. - 

Beim Lesen der Correctur hat mich Herr Petzold wieder 
in freundlicher Weise unterstützt und dadurch zu herzlichem 
Danke verpflichtet. Ebenso danke ich der Verlagsbuchhandlung 
bestens für die liebenswürdige Bereitwilligkeit, mit der sie bei 
der Drucklegung allen meinen Wünschen entgegengekommen ist. 


Hannover, d. 12. September 1896. 


L. Kiepert. 


Vorrede zur siebenten Auflage. 


\ 


Da mir seit dem Erscheinen der sechsten Auflage nur wenige, 
sich auf Aenderungen beziehende Wünsche bekannt geworden 
sind, so unterscheidet sich die vorliegende siebente Auflage von 
der vorhergehenden nur in einigen Punkten, von denen ich den 
Abschnitt über Gauss’sche Quadratur hervorheben möchte. Ich 
werde aber Jedem, der mir für die späteren Auflagen nützliche 
Verbesserungs-Vorschläge macht, dankbar sein und rechne dabei 
insbesondere auf die Mitwirkung der Herren Techniker, die 
in den letzten Jahren so viel über die nothwendige Reform 
des mathematischen Unterrichts geschrieben haben, deren Aus- 
führungen jedoch wirklich verwendbare Vorschläge, wie man es im 
Einzelnen besser machen kann, bisher nicht enthalten. Wenn 
ich auf das vorliegende weitverbreitete Lehrbuch Bezug nehmen 
darf, so verlange ich bestimmte Angaben über etwaige Ab- 
schnitte, Lehrsätze und Aufgaben, welche sich darin finden, für 
den Techniker aber entbehrlich sind; ferner bitte ich um Mit- 
theilung von Untersuchungen und Aufgaben, welche in dem 
Lehrbuche fehlen. Auch Vorschläge über Aenderung des ganzen 
Lehrplanes werde ich mit Dank entgegen nehmen. 

Ich hatte schon früher um derartige Mittheilungen gebeten 
und kann mit Genugthuung feststellen, dass mir von Seite der 
mathematischen Fachgenossen nützliche Winke in grosser Zahl 
zugegangen sind. Für die vorliegende Auflage haben mir beson- 
ders die Herren Rodenderg in Hannover und sStückel in Kiel 
gute Rathschläge ertheilt und mich dadurch zu bestem Danke 
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verpflichtet. Von den Herren Technikern dagegen habe ich bis- 
her nur einen einzigen Verbesserungs - Vorschlag erhalten, der 
sich auf die Aufnahme der hyperbolischen Functionen bezieht. 

Die Forderung, der mathematische Unterricht an der tech- 
nischen Hochschule müsse das, was die Techniker später wirklich 
brauchen, noch mehr, als bisher geschehen ist, berücksichtigen, 
erscheint mir durchaus berechtigt; dieses Ziel wird aber nicht 
durch kränkende Vorwürfe erreicht, sondern durch freundschaft- 
liche, gemeinsame Arbeit. Die Kluft, welche zwischen Theorie 
und Praxis bestanden hat, wird durch die neuerdings beliebten 
Angriffe auf die Mathematik noch vergrössert; nur durch beider- 
seitiges Entgegenkommen kann sie überbrückt oder ganz aus- 
gefüllt werden zum Heile der Wissenschaft und zur Förderung 
der technischen Anwendungen. | 

Den Professoren, welche an den technischen Hochschulen 
und Universitäten Differential- und Integral-Rechnung vortragen 
und an ihre Zuhörer die angehängte Tabelle vertheilen wollen, 
stellt die Verlagsbuchhandlung eine grössere Anzahl von Separat- 
Abzügen kostenfrei zur Verfügung. Die Benutzung dieser 
Tabellen, von denen ich jedem meiner Zuhörer ein Exemplar zu 
überreichen pflege, hat mir bei meinen Vorträgen stets sehr gute 
Dienste geleistet; denn erstens brauche ich jede Formel nur 
einmal herzuleiten und kann bei der späteren Anwendung auf 
die Tabelle verweisen. Sodann gewinnt der Lernende über das, 
was er wissen soll, durch die Tabelle einen besseren Ueberblick. 
Damit stelle ich jedoch gewiss nicht die Anforderung, dass Jemand 
die ganze Tabelle auswendig lernen soll. Im Gegentheil liegt der 
Hauptzweck der Tabelle in der Absicht, das mechanische Auswendig- 
lernen von Formeln möglichst einzuschränken. Diejenigen Formeln, 
welche einen wichtigen Satz oder eine häufig verwendete Rech- 
nungsmethode enthalten, muss man sich natürlich merken, aber 
nicht durch Auswendiglernen, sondern durch den wiederholten 
Gebrauch. Die übrigen Formeln würde man doch sehr bald 
wieder vergessen, auch wenn man sie noch so sorgfältig aus- 
wendig gelernt hätte. Man kann auch um so lieber auf das 
Auswendiglernen verzichten, wenn man eine Tabelle zur Hand 
hat, in welcher jede dieser Formeln leicht aufzufinden ist. 


XIV Vorrede, 


Ich möchte deshalb ausdrücklich hervorheben, dass die Tabelle 
meinem Lehrbuche beigefügt ist, nicht um den Lernenden mit 
vielem Formelkram zu belasten, sondern um eine Entlastung 
herbeizuführen. 

Herrn Petzold habe ich wieder für die freundliche Unter- 
stützung beim Lesen der Correetur und der Verlagsbuchhandlung 
für die wohlwollende Berücksichtigung meiner Wünsche bei 
Ausführung des Druckes den verbindlichsten Dank abzustatten. 


Hannover, d. 3. September 1899. 


L. Kiepert. 
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Erster Theil. 


I. Abschnitt. 


Allgemeine Begriffe und Fundamentalsätze 
der Integral-Rechnung. 


Su 
Beyriff und geometrische Deutung des Integrals. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr.1 und 2.)*) 
Die Aufgabe der Integralrechnung besteht darin, dass eine 
Function f(x) gesucht wird, deren Ableitung 


(1.) fe) = 9%) 
gegeben vst. 

Da das Differential einer Function ‚/(z) gleich ist ihrer 
Ableitung f‘(z), multiplieirt mit dem Differential von x, da also 
(2.) df(e) = f'(a)de — yla)de, 
so kann man die gestellte Aufgabe auch so fassen: „Von einer 
Function ist das Differential gegeben, man soll die Function 
selbst aufsuchen.“ 

Die Operation, durch welche dies geschieht, nennt man die 
„Integration des vorliegenden Differentials“ und die Wissenschatt, 
welche von den Integrationen handelt, nennt man „/ntegral- 
Rechnung“. Das Operationszeichen für das Integral von f‘(z)dx 


ist yä (ein langgezogenes S),”") also 


*) Die wichtigsten Formeln sind im Anhange zu einer Tabelle zu- 
sammengestellt. 

**) Es wird später gezeigt werden, dass man jedes (bestimmte) Inte- 
gral auch als Summe von unendlich vielen, unendlich kleinen Grössen 
auffassen kann. Dieser Auffassung entspricht das Öperationszeichen Br | 
(erster Buchstabe des Wortes Summa), das von Leibniz eingeführt ist. 


Kiepert, Integral- Rechnung. 1 


2 $ 1. Begriff und geometrische Deutung des Integrals. 


Beispiele. 
1) Ist 
Sa)=r, 
so wird 
I) = 322, also /Ba?dı = 2°. 
2) Ist 
Az) = sinz, 
so wird 
f'(@) = cosz, also Jcosede = sine. 
3) Ist 
Ye) area 
so wird 
BU LM also EU, rn 
I S ee reig®. 


Aus der vorstehenden Erklärung folgt, dass Integration und 
Differ entiation entgegengesetzte Operationen sind, die sich gegen- 
seitig aufheben. Setzt man nämlich aus Gleichung (2.) den 
Werth von f‘(z)dx in die Gleichung (3.) ein, so erhält man 


(4.) SF) =fe); 
und wenn man beide Seiten der Gleichung (3.) differentiirt, 
(5.) A/f (a)dz = df (x) = f'(a)de. "> 


Darin liegt ein Mittel, um das durch die Integration sich - 
ergebende Resultat zu prüfen. Differentiirt man nämlich dieses 
Resultat, so muss man den Ausdruck erhalten, der unter dem 
Integralzeichen steht. 


Weil f‘(z)dx nicht nur das Differential von f(z), sondern 
auch das Differential von f(x) +C ist, wo C eine beliebige 
Constante bedeutet, so wird ganz allgemein 


(6.) Sf'(a)dz = f(x) + 0. 
Das Integral von ‚/‘(z)dx hat daher unendlich viele Werthe.. 
Dabei nennt man die Grösse C die „Integrations - Constante“. 


$ 1. Begriff und geometrische Deutung des Integrals. 3, 


Dies ist aber die ernzige Willkür, welche bei der Bestimmung 
des Integrals auftritt, denn es gelten die folgenden Sätze: 


Satz 1. Ist die Ableitung einer Function F(x) für alle 
Werthe von x zwischen a und b gleich 0, so ist der Werth von 
F(x) in diesem Intervalle constant. 

Beweis. Nach dem Zaylor’schen Lehrsatze (D.-R.*), Formel 
Nr. 49a der Tabelle) ist 
(7.) F(a + h)= F(a) + hF'(a+ Oh), 
wo © zwischen 0 und 1 liegt. Nach Voraussetzung ist F*(z) 
für alle Werthe von x zwischen «@ und 8 gleich 0, folglich wird 

Bias ON, 
so lange «+Ak=x im dem angegebenen Intervalle bleibt. Da 
nun A eine endliche Grösse ist, so wird 
(8.) Biaear hkla), oder) Hie)— F(a), 
d. h. F(z) behält den constanten Werth Fa). 

Hieraus folgt 

Satz 2. Haben die beiden Functionen f(x) und 4(2) in dem 
betrachteten Intervalle dieselbe Ableitung, so unterscheiden sie 
sich von einander nur durch eine Üonstante. 

Beweis. Setzt man 
(9-) Fax) = ge) — fl); 
so. ist die Ableitung von F(x) in dem Intervalle beständig gleich 
Null, also ist F(x) nach Satz 1 eine Öonstante ©. Dies giebt 
(10.) ga)=flK)+L. 

Satz 3. Sind die beiden Functionen f(x) und g(x) Inte- 
grale derselben Function p(x), so können sie sich nur durch eine 
Constante von einander unterscheiden. 

Beweis. Nach der Erklärung des Integrals muss 
(11.) f'&) = yl(z) und auch 9'z) = y(«) 
sein, d. h. es muss 

*) Die Citate, welche sich auf die achte Auflage der Differential- 
rechnung beziehen, sollen durch die vorgesetzten Buchstaben: „D.-R.“ 


hervorgehoben werden. 
1# 
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(12.) Fa) = ge) 
sein, folglich ist nach dem vorigen Satze 
[13,) Aal) GC 


Satz 4. Zu Jeder stetigen Function y = p(x), die sich-durch 
eine Curve geometrisch darstellen lässt, giebt es ein Integral, 
während es nicht zu jeder stetigen Function eine Ableitung giebt. 


Beweis. Es möge zunächst die Voraussetzung gemacht 
werden, dass die Curven, so weit ihr Bogen hier in Betracht 
kommt, oberhalb der X-Axe liegen. Ist AP ein solcher Curven- 
bogen (Fig. 1) mit der Gleichung 
(14.) y=yle)? 

Bein, so ist der Flächeninhalt 7 der 
Figur AAPQ eine Function 
F(z) von x, denn er ändert sich 
zugleich mit x. Es ist also 
15), 2 = Aaron den 
und wenn man QQ, mit Se, 
QıPı = ylz + Ix) mit yı be- 

0 4 a a zeichnet, 

(16.) A,APıQ, ya E= AIx) = F-+ AE, 
folglich wird 
(17.) QPP,Qı = AIF= Af(x) Zune == Ax) =): 

Legt man durch 7? die Gerade PR parallel zur X-Axe, so 
wird unter der Voraussetzung, dass die Curve von P bis Pı 
steigt, 
und legt man durch ?, die Gerade PS parallel zur X-Axe, 
so wird 
(19.) QPROESALE OSB BE. 

Dies giebt 


f 2hk 
(20) El, 


oder, weil limyı = y für lim #2 = 0 wird, 
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_df(x) ae 
(21.) VS oder al) =f'(e). 
Deshalb erhält man 
} Fig. 2 
(22.) F=/f (2)de = Sy(x)de. Y 
Dieselben Schlüsse gelten a 
auch noch, wenn die Curve DEREN 


vom Punkte ? bis zum Punkte 


P, fällt (vergl. Fig. 2), nur R 
erhalten dann die Ungleich- sp 
heitszeichen die entgegenge- ; 
setzte Richtung. Es wird nam- 7 4, Q, x 
lich in diesem Falle 
BD N ARO 2), 
AAPQA =fle+ dr) =F+AF, 
DRNOR- UR- AD) =- IE Ar) fe), 
DER AFf2) = OSD.Q 
oder 
(23.) AP ANE\y0.41%, 
also, da auch hier limyı =y wird für lim 4sz = 0, 
(25.) U En oder oz) =f (£). 
L 

Das Resultat bleibt sogar N 
auch dann noch richtig, wenn 1% rn TE@ 
die Curve zwischen ? und ?Pı Ber F 
abwechselnd steigt und füllt Kan = 
(Fig. 3). Man legt dann durch 
den höchsten Punkt 7 mit der | 
Ordinate y‘ und durch den Mi a 
tiefsten Punkt 7 mit der Ordi- 
nate y‘‘ Parallele @G, und | 
KK, zu der X-Axe. Dadurch FE AT, HQ, X 


erhält man die beiden Rechtecke 
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(26.) aa Au =EyN, Arnd FORKKOF RAR, 
und zwar wird 

(27.) y', Az Z0OPRQ, Ana ya 
oder 


4f(«) 
28. ee >: 44 
(28.) Ya, = 


also, da limy’ = limy" = y für Iim22 0, 


d | 
(29.) I 2 oder pl 


Man findet daher in allen Fällen 
(30.) F= AAPQ = Sy(a)dı + C. 

Bei dieser geometrischen Deutung des Integrals erkennt man 
auch, weshalb zu dem Integral noch eine willkürliche Integra- 
tions-Constante hinzutreten muss. Die Anfangs-Ordinate AA, 
durch welche die ebene Figur F auf der einen Seite begrenzt 


wird, ist noch beliebig. Einer Verschiebung dieser Anfangs-Ordi- 
nate entspricht eine Veränderung der Integrations-Öonstanten ©. 


2. 
Einführung der Integrationsgrenzen. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr.3 bis 6.) 

Die unbestimmte Integrations-Constante wird gewöhnlich 
dadurch ermittelt, dass man den Werth von = aufsucht, für 
welchen das Integral in der vorgelegten Aufgabe verschwindet. 

Ist a dieser besondere Werth von z, so nennt man «@ „die 
untere Grenze“ des Integrals und schreibt 


(1.) F=, N *(e)dz = f(2) +0. 


Da nach Voraussetzung das Integral für z = «a verschwindet, 
so findet man hieraus 


(2) 0=f(a)+C, oder O=—f(a), 
also 


(3.) F=/f(a)de=f@) —F (a): 
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Dieses Verfahren kommt auch bei der geometrischen Deutung 
des Integrals in Betracht. In den Figuren 1, 2 und 3 z.B. 
verschwindet der Flächeninhalt der ebenen Figur 4,APQ, wenn 
die Ordinate QP mit der Anfangs-Ordinate A,A4 zusammenfällt, 
wenn also 
MW ZEC)A,. 


In vielen Fällen braucht man den Werth von F nur für 
einen bestimmten Werth von z, z.B: für z=5; man nennt 
dann 5 „die obere Grenze“ und schreibt 


(4.) F= If a)de — f(b) — f(a). 


F heisst in diesem Falle ein „bestimmtes Integral“, während 
man f(x) das „unbestimmte Integral“ von f‘(z)dx nennt. 
. Um anzudeuten, in welcher Weise das bestimmte Integral 
aus dem unbestimmten hergeleitet wird, schreibt man 


(6) F=/fo)de = FO), =) —F (a). 


Satz 1. Das bestimmte Integral kann betrachtet werden als 
Summe von unendlich vielen, unendlich kleinen Grössen. 

Beweis. Der Flächeninhalt der ebenen Figur A,ABB, 
(Fig. 4) war 


b 
(6.) F=/f (ode =f) —f@), 
wenn diese Figur durch die Curve 
y=f'«) Er 
begrenzt wird. Andererseits ,. Er: 


kann man aber auchden Flächen- 
inhalt dieser Figur dadurch be- a 
rechnen, dass man sie durch P/, || 
Parallelezur Y-Axe in» Streifen 
zerlegt, die alle verschwindend 
klein werden, wenn » in’s Un- 
begrenzte wächst. Ist nun a 
QPP;Qı, einer der Streifen, und zieht man durch 7? eine Parallele 


Er 


4; 2, 


! 
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PR zur X-Axe, so wird dieser Streifen zerlegt in ein Rechteck 
QPRQ, mit dem Flächeninhalte y.fz und in das Dreieck 
PRP,, wobei mit /z die Breite des Streifens bezeichnet ist. 
Die Summe der Rechtecke QPRQ, ist daher 


s—=b—4% a=b —AX s=b —4r 


vom: = 2 safe = > y(a). 4a = 2 f'@). 42. 


Wächst » in’s Unbegrenzte, so wird /z verschwindend 
klein, und man erhält 
(8.) lim # = lim&f'(e).de=F, 
weil die Dreiecke PRP, verschwindend kleine Grössen höherer 
Ordnung werden, die neben den verschwindend kleinen Grössen 
erster Ordnung vernachlässigt werden dürfen. 


Von der Richtigkeit dieses Resultates kann man sich auch 
auf folgende Weise überzeugen. 

Der Flächeninhalt des Dreiecks PRP, (Fig. 4) ist kleiner 
als der Flächeninhalt eines Rechtecks mit der Grundlinie PR = 4x 
und der Höhe RP, = A,, also 


NDR BEN 


Dieselbe Ungleichung gilt für die sämmtlichen Dreiecke, 
welche in Figur 4 von den Streifen abgeschnitten sind. Be- 
zeichnet man also die Summe dieser Dreiecke mit ZPRP, und 
die grösste unter den Höhen A, mit A, so wird 

IS PRP,<ZIh,. de <hä4z, 
oder, da &4z, d.h. die Summe aller Grundlinien gleich AB, 
ist, 

SZ PRP <h. AB =h(b— a). 

Nach Voraussetzung ist die Function f‘(«) für die betrach- 
teten Werthe von x stetig, deshalb werden die Grössen Ar, 


also auch A mit /x zugleich verschwindend klein, folglich auch 
DDR 


In Figur 4 steigt die Curve von A bis B. Das Rechteck 
QPRQ, ist deshalb um das Dreieck PEP, kleiner als der 
Streifen QPP;Qı. Dasselbe gilt für alle anderen Streifen, in 
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welche die Figur zerlegt ist. Fällt dagegen die Curve von A 
bis 5 (vergl. Fig. 5), so sind die Rechtecke um die kleinen 


Fig. 6. 


B, X 


Dreiecke grösser als die Streifen der Figur. Es können auch 
(wie in Figur 6) die Rechtecke theilweise grösser und theilweise 
kleiner als die Streifen sein. Die in Gleichung (8.) ausgesprochene 
Schlussfolgerung bleibt aber auch dann noch richtig, weil die 
Summe der vernachlässieten oder hinzugefügten Dreiecke zu- 
gleich mit /x verschwindend klein wird. 


Statt lim schreibt man S und fügt die Grenzen der 
Summation, nämlich «a und lim(d — 42) =b unten und oben 
dem Summenzeichen S, aus welchem das Zeichen / entstanden 
ist, hinzu. Dadurch erhält die Gleichung (8.) die Form 


(8a) F= Jyde —/fo)dr =) —f(@) 


welche mit Gleichung (6.) übereinstimmt. 


Bisher war die Voraussetzung festgehalten worden, dass 
der betrachtete Curvenbogen oberhalb der X-Axe liegt, d.h. es 
sollte „= y(z)=>0 sein für alle in Betracht kommenden Werthe 
von x. Die vorstehenden Schlüsse gelten aber in gleicher Weise 
auch dann noch, wenn der Bogen AB unterhalb der X-Axe 
liegt, wenn also y= y(z) = 0 ist für die betrachteten Werthe 
von z. In diesem Falle hat aber selbstverständlich 


p(z).de=f'(z). Az und deshalb auch I, f‘(e). 4z 
einen negativen Werth. 
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Es ist auch nicht nothwendig, dass 5>a ist; setzt man 
nämlich für 4/2 negative Werthe ein, so muss 5<a werden.- 


Bemerkung.*) 

Die vorstehenden Untersuchungen gingen von der Voraussetzung 
aus, dass die Function f(x), deren Ableitung f'(z) = y(x) gegeben ist, 
existirt, oder dass sich wenigstens die stetige Function y= (x) durch " 
eine Curve geometrisch darstellen lässt. Man kann aber die Unter- 
suchung auch unabhängig von der geometrischen Darstellung durchführen. 

Um zu beweisen, dass es immer eine eindeutige, stetige Function 
f(x) giebt, deren Ableitung f’(x) einer gegebenen stetigen Function p(x) 
gleich ist, wobei f(x) noch für z=a einen beliebigen Werth f(a) an- 
nehmen darf, beachte man die nach dem Täylor’schen Satze für jede 
stetige Function geltende Gleichung (D.-R., Formel Nr. 49a der Tabelle) 


(9.) fe+h)— fa)=h.f(c+ 9). 

Da nun in dem vorliegenden Falle f'(z)=y(x) sein soll, so würde 
die Gleichung (9.), nachdem man die Existenz der Function f(x) nach- 
gewiesen hat, übergehen in 
(9a.) fa+h - fle)=h.ple + Oh). 

Theilt man das Intervall von a bis b in n gleiche oder ungleiche 
Theile und nennt die Theilwerthe 

a ee 
so würde man aus Gleichung (9a.) das folgende System von Gleichungen 
erhalten 
Fa) — Fa) = (aı — a)pla + 9ılaı — a)], 
| Fa2) — Far) = (2 — aı)plaı + Yıla2 — ı)], 
(10.) x) — a2) = (23 — zo) p[a2 + 93(23 — 22)], 


Fb) — f(zn-ı) = (b— &n—ı)plan—ı + On (b — zn—1)] . 
Dem entsprechend möge jetzt die Grösse ‚f(b) durch die Gleichung 
11) 6) — fa) = (m — dpla+ aa — a) +» — aı)plaı + %n—2)] 
+ (@ — z2)pl2a + 93 — 2) +: 
Fr (b = zn—1)Ppl&n—ı + On(b — In— 1)], 
oder 


an 


(11a) fl) — fla)= > (u — 2a—1)p[xe—ı + 9a (2a — Xa-1)] 


erklärt werden, wobei 29=4, £n =b sein möge, und wobei die Grössen 
9,, 9%,...@n sämmtlich zwischen 0 und +1 liegen, im Uebrigen aber 
noch unbestimmt sind, 


*) Der Anfänger darf diese Bemerkung, wenn ihr Inhalt für ihn 
schwer verständlich sein sollte, übergehen. 
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Bezeichnet man jetzt mit G« den grössten und mit K« den kleinsten 
Werth, welchen (x) erhält, wenn x das Intervall von x«-ı bis x« 
durchläuft, so ist 
(12.) Ka Zypl[xe-ı + 9a (2a — 2e-1)]) S Go. 

Da nun aber (x) nach Voraussetzung eine stetige Function ist, 
so wird 
(13.) Ga— Ka = da 
beliebig klein, wenn man nur n hinreichend gross macht. Wählt man 
unter den Differenzen di, da,... dn die grösste aus und bezeichnet sie mit 
d, so wird 

(2a — %a—1) (Ga a Ka) = (X = La—ı)d, 


oder 

(14.) (ta — 2a-1) Ga Z (2a — 2u-1) (Ka + 0) 

und 
an «ZN 

(15.) Dre rel) Rat (ba). 
a | | 


Deshalb wird mit Rücksicht auf Gleichung (11a.) und Unglei- 
chung (12.) 


a—=N a—=N 


Dee soo fib) flo) DL, (ea —ze1)Ge, 
1 a1 : 


oder, wenn man der Kürze wegen I, (x« — z«-ı) K« mit $ bezeichnet 
und die Ungleichung (15.) beachtet, 
(17.) Sf) fu) S+(b- a). 

Da aber b—.a eine endliche Grösse ist, und d beliebig klein wird 
für hinreichend grosse Werthe von n, so nähert sich f(d) — f(a) dem 


Grenzwerthe 
cn 


lim $ = lim I) (x& — &a—ı) Ka. 


| 
Diese Summe hat auch, weil p(z) in dem Intervall von a bis b stetig 
ist, einen endlichen Werth. Bezeichnet man nämlich mit @ die grösste 
unter den Grössen @, @%,...Gn und mit Ä die kleinste unter den 
Grössen Kı, Koa,... Kn, So wird 
> (2a — 2a—1) Ka > > (za — 2ao—1)K = (b ge 1) 8 
>; (a — 20-1) Ge <D, (te — 20-1)@ = (b— a)G. 
Die Ungleichung (16.) wird also noch verstärkt, indem man schreibt 
(18.) B—a)K<f)—f(a) <(b— u) G. 
Da (b—a)K und (b—a)@ endliche Grössen sind, so ist auch 
Fb) — f(a) eine endliche Grösse. 
In gleicher Weise wie die Ungleichungen (16.) und (17.) kann man 
auch die Ungleichungen | 
619) =2 (va — Ca—ı) Ka ES > (2a — La1)Pp(&a- 1) se > (xa — Za—1) Ga 
und 
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20.) SD (ze — 2a-1)Pplze-ı) = S+(b— a)d 
ableiten und daraus schliessen, dass 
» =N 
(21.) f(b) — f(a) = lim I, (zu — 2e-1)p(xa-ı) 
o—1 


ist. Vertauscht man noch der Kürze wegen za mit x und die verschwin- 
dend kleine Differenz &« — x«-ı mit dx, bezeichnet man ferner die Summe 
von unendlich vielen, unendlich kleinen Grössen nicht mehr mit lim > 


sondern mit yh so geht die Gleichung (21.) über in 


b 
(22.) Fb) — Fa) = pla)da, 


’ 
wobei die beiden Grenzen a und 5 bei dem Summenzeichen EN angeben, 
dass x alle Werthe von a bis b durchlaufen soll. 


Bisher war 5b unveränderlich gedacht, man darf aber für 5 auch 
die Veränderliche x setzen und erhält dadurch 


23.) la) — fa) = /pla)da. 


Um nun noch zu zeigen, dass die Ableitung von f(x) mit p(@), 

übereinstimmt, beachte man Gleichung (11a.), nach welcher man 
a=n 

24.) Fan) — f(a) —— > (2a = za1)p[x«—1 + Oalxa 25 2a-1)] 
a1 

erhält. Ebenso ist 

a=n—i 
(25.) fln-ı) — f(a) = DI, (ta — za—1)p [2«-ı + Oalda — xa-1)], 
a=i1 

folglich wird 

(26.) F (an) — F(an-ı) = (&n — in—ı)p[en—ı + Onlan — zn—1)] , 

oder 


27.) fian) — flzn-ı) en 


In — Int 


plan—ı + I9nlan — zn-1)] 


und für iman = iman-ı=x 
(28.) erniar 


Aus den Gleichungen 
N e)de =) —S(a) und SFlo)de =f(a) — FO) 
folgt 
(29.) If (oda Er — /f(e)de, 


oder in Worten: 
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Satz 2. Man darf die obere und die untere Grenze eines 
bestimmten Integrals mit einander vertauschen, wenn man gleich- 
zeitig das Vorzeichen des Integrals umkehrt. 

Hierbei ist in dem einen Integral die untere Grenze grösser 
als die obere und in Folge dessen dx negativ. 


Aus den Gleichungen 


Mode) fi md Hader =) IC 
folgt | | | 
(30.) Nra)de = /f ()da Bm IF ode, 
oder in Worten: 


Satz 3. Man kann ein bestimmtes Integral in zwei andere 
zerlegen, indem man zwischen den Grenzen a und b eine belie- 
bige Grösse ce einschaltet und das erste Integral zwischen den 
Grenzen a und c, das zweite Integral zwischen den Grenzen c 
und b berechnet. 


Am anschaulichsten wird der Sinn des Satzes durch die 
geometrische Deutung: des bestimmten Integrals. Ist nämlich 


y=yla) =F'(@) 
die Gleichung einer Curve, so wird 


b b 
F=/yde = /f'(x)dx he 


der Flächeninhalt der ebenen - 
Figur 4,ABB,. Liegt nun 
c zwischen a und d, so wird 
die Figur durch die Gerade 
CC, welche im Abstande e 
parallel zur Y-Axe gezogen O0 A; 7, B X 
ist (vergl. Fig. 7), in zwei 
Theile zerlegt, nämlich in 


OA, =(l, OC, == C, OB, = b. 


AACO, =/f‘(e)de und CıCBB, = Jf‘(a)dx. 
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Der Satz bleibt aber auch dann noch richtig, wenn e nicht 

| zwischen «a und 5 liegt. Es 

nz sei zunächst (vergl. Fig. 8) 

Y a<b<e, s0..ist unter, Bei- 

5 B behaltung der bisherigen Be- 
zeichnungen 


AAO, =/F(a)de, 


x 


A; 


04=a, OB =b, 0G,=c. BB0t, hr (z)de, 


also 
A,ABB, = AACCı — BıBCC, = SF (e)de — IF (x)de, 
a b 
oder naclhı Satz 2 
b c b 
A,ABB, = Sf (a)de = /f'()dz + Sf (a)de. 


Fig. 9. Ist endlich (vergl. Fig. 9) 
RE ce<a<bd, so ist unter Bei- 
% A behaltung der bisherigen Be- 
nn zeichnungen 
| 
b. 


| 
bh 
CiCBB, =/f‘(a)dz, 


X 


0, A, 
00, =c, 04, =a, OB — 
also 
h a 
AABB, = CCBB, — C1CAA, = /f (z)de —Sf (a)de, 


oder mit Rücksicht auf Satz 2 


IF ade = /f(a)dz + /f (ode. 


3 


0, CAA, = /f (a)de, 


Der Satz lässt sich noch in der Weise verallgemeinern, dass 
man zwischen den Grenzen a und d nicht eine, sondern belebig 
viele Grenzen einschaltet. Dadurch erhält man z.B. 
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b ce d e b 
(31.) NM (a)de = ff (e)d a MN @)de + M*(e)dz +/f(a)dz, 
wobei ce, d und e ganz beliebige Zahlen sind. 


Voraussetzung ist dabei, dass die einzelnen bestimmten 
Integrale, welche in Gleichung (31.) auftreten, eindeutig und 
endlich sind. 


Bei der. geometrischen Deutung des bestimmten Integrals 
war bisher vorausgesetzt worden, dass der Bogen AD der Öurve, 
welche der Gleichung y=f‘(z) entspricht , entweder seiner 
ganzen Länge nach Fig. 10. 
oberhalb, oder seiner 
ganzen Länge nach 
unterhalb der X-Axe 


J 
A B 
liegst. Jetzt kann 
man aber die geo- 
metrische Deutung NC D x 


auch auf den Fall 

übertragen, wo der 

Bogen AB theilweise über, theilweise unter der X-Axe liegt. 
Schneidet der Bogen die X-Axe z.B. in den Punkten C und D 
(Fig. 10), und setzt man 


Bi NN ERWEEZTAMI 0 


- 


so wird 
b [2 A. b 
(32.) N (v)da — /f '(x)d +) (a)de + (ode, 


wobei für die einzelnen Integrale auf der rechten Seite dieser 
Gleichung die frühere Voraussetzung gilt, so dass man für das 
erste und dritte Integral einen positiven Werth, für das zweite 
Integral dagegen einen negativen Werth erhält. 


So lange in dem unbestimmten Integral 


SF (de = fe) + C 


die Integrations-Constante einen deledigen Werth hat, nennt 
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man das Integral ein „allgemeines Integral“. Wenn dagegen der 
Werth der Integrations-Constanten bestimmt ist, so heisst das 
Integral ein „particuläres Integral“. 


8"8. 
Einige Hülfssätze für die Ausführung der Integration. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 7 und S.) 

Satz 1. /st die Differential- Function unter dem Integral- 
zeichen mit einem constanten Factor multiplieirt, so darf man 
diesen constanten Factor vor das Integralzeichen setzen, d.h. 
es ist 


SAf ade = AJf dr. 


Beweis. Es ist 


1”) Af'a)de=d[Afle) + CO], 

hieraus folgt 

(2.) JAFa)de = Afle) + C. 
Ferner ist 

(3.) Idea =fa) + C", 

also 

(4.) AS (a)de = Af(X) + 4.0". 


Da nun die Werthe der Integrations-Constanten ganz 
beliebig sind, so darf man A.C'=C setzen und erhält dem- 
nach aus den Gleichungen (2.) und (4.) 

(5) JAf'@)de = AJf(a)de. 

Satz 2. Das Integral einer Summe von Differentidl- 
Funetionen ist gleich der Summe der Integrale dieser einzelnen 
Diff erential- Functionen ; es ist also 

II a)yda + g’(@)da] = If (a)dz + Jg’ (a)dr. 

Beweis. Weil 
(6.) Fa)dz + ga)de = Aal fe) + ga) + C], 
so ist | 


(7.) ST )da + g’(a)de] =f(e) + ge) + 0. 
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Ferner ist 
(8.) N d)de=f(e) +0ı, 
(9) SI (ade = ga) + 0. 
Durch Addition der Gleichungen (8.) und (9.) erhält man 


(10.) SF ade + Jg'a)dz =f (2) + ge) + Cı + ©. 

Die Integrations-Constanten C, C}, Cs haben auch hier ganz 
beliebige Werthe, so dass man Cı + (a=( setzen darf. Man 
erhält demnach aus den Gleichungen (7.) und (10.) 


(11.) SF ade + g(d)dz] =/ Fe) + g’(e)]de 
— Sf (a)de + Sg (x)dx. 


Dieser Satz lässt sich unmittelbar erweitern auf Summen von 
beliebig vielen Gliedern, so dass man erhält 


a2) 2 SW) +H@ + he) + ]de 

— Sf ayda + Sge)dn + SW a)da +»: 
sodann lässt er sich auch übertragen auf das Integral einer 
Differenz, so dass man erhält 


a3) Sf @— 9(@)laz =/F (e)de — Sg (dr. 


84. 
Unmittelbare Integration einiger Functionen, 
(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 9—18.) 

Aus der Erklärung des Integrals, nämlich aus der Formel 
(1.) N a)de = f(@) + C 
ergiebt sich ganz von selbst, wie man eine grosse Anzahl von 
Differential- Functionen integriren kann. Denn, nimmt man die 
Function ‚/(z) beliebig an und bildet f’(z), so erhält man durch 


Einsetzen in Gleichung (1.) sofort /f (z)dz. 


Indem man für f(z) besonders oft vorkommende Functionen 
einsetzt, findet man ohne Weiteres die folgenden Formeln: 


hr ym+1 


Kiepert, Integral-Rechnung. 


1) 
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Hierbei darf m jeden beliebigen positiven oder negativen, 
ganzzahligen oder gebrochenen Werth haben. Eine scheinbare 
Ausnahme bildet nur der Werth » = —1, von welchem nach- 
her noch ausführlich die Rede sein wird. 

Besonders hervorgehoben sei noch der Fall m = 0, nämlich 


(2a.) dx = 2 -R0D, 
ein Resultat, das sich auch aus Formel Nr. 1 der Tabelle 
ergiebt. 

Mit Hülfe von Gleichung (2.) ist jetzt die Integration Jeder 
ganzen rationalen Function ausführbar, denn nach den Sätzen 
des vorhergehenden Paragraphen wird i 


5 (ax + ar + ar? ++ + mt + a)de 
= afardı nn a, Je" !dz - a, Jar —?d +... + An_, Sxde + af/dz 


zart % zn 2 
= ee a Zn RR AF ee magtmerl. 
(3.) feg= +0 
(34.) fd Sr 
(4.) 5 =1r+C. 
x 
Diese Formel bildet die scheindare Ausnahme von Gleichung 
(2.), aus der man fürm=—1 
RUE GI ma 
(5) f: | = +, 
oder 
ae. a 


erhält. Das Integral selbst braucht deshalb aber nicht unend- 
lich gross zu werden, weil man die Integrations-Constante gleich 
— co setzen kann. Dadurch bringt man das Integral auf die 
unbestimmte Form ©o— oo, zu deren Ermittelung man in 
Gleichung (2.) 
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(7.) =— En +6: 
setzen kann. Dadurch erhält man 
a | ; 
(8.) fardz = = ter. 
Für imm = —1 wird 
Rune 0) 
(9.) lim ne en 


und wenn man Zähler und Nenner einzeln nach m differentürt 
(vergl. D.-R. S 58), 


anti — 1 anti] 


(10.) lim FASERN == lim 1 == la" 
also in Uebereinstimmung mit Gleichung (4.) 
(11) Feeisrc 
LT 
(12.) | feose de=smz+Ü. 
(13.) finzde = —es2 +0. 
14 er 0. 
un co >® + 
15 re: c 
(15.) De = —cigre+C. 
(16.) — =garsine +0 = —arccoszr + 0". 
nr 
(17.) /ä 3 ‚=arcge + 0= —arccgr + Cl". 


Es erscheint auffallend, dass man für ee zwei Werthe, 
x” 
nämlich 


arcsine +C und —-arccosz + Ü' 


findet. Die Richtigkeit beider Resultate kann man zunächst 
durch Differentiation prüfen, wobei sich 


I% 
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d(arcsinz + 0) = ——— 
vı—= 

und | 

dx 

Vı— 

Et, ergiebt. Nach Satz 3 in $S 1 können 
sich daher die Functionen arcsinz 
und — arccosz nur durch eine Con- 
stante von einander unterscheiden. 
In der That, ist in einem Kreise mit 
dem Halbmesser 1 


d(— arecose + C') = 


(18.) OP .EDE 
BE (vergl. Fig. 11), so wird 
(19.) OD arten z.,» DA arena 
also 
(20.) arcsinz +arccsz=CD+ DA= —; | 
oder 
(21.) arcesinz = s —ar6Los7. 


Dies kann man auch unabhängige von der Figur zeigen, 
indem man 


(22.) arcsinz=t, also == sm. 
setzt; dann wird 


TU Js 
(23.) Br 0 & — ). oder arcecosz = in — 8, 


De 


folglich ist 

(24.) arcEnz — SR arc cosz. 
Ebenso findet man 

(25.) arte = Sr arcctgz, 


wodurch man erkennt, dass Gleichung (17.) richtig ist. 
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$ 5. 
88. 
Vebungs -Aufgaben. 
Aufgabe 1. Man soll z°dx integriren. 
Auflösung. Setzt man in Formel Nr. 9 der Tabelle m = 3 


fr = + u 4 n 


Aufgabe 2. Man soll 72°?dz integriren. 
Auflösung. Nach Formel Nr. 7 und 9 der Tabelle erhält man 


x* 
frarar — 1 ade — 77 +6. 
Aufgabe 3. Man soll Yxdx integriren. 


Auflösung. Es ist 


ie % 
Wear = aba = _ 
N tl 3 


oder 
fVzar= 1 + 0. 
Aufgabe 4. Man soll folgende Differential - Functionen 
integriren. 
3 d 
=4 Verde, Ga Ayxde, vr 
Bann; Es wird 
Ball, DEREN res; 
23 ra In a ZZR —2 De ‚ 
Ba b 
—_ +0=3Yo-+C. 


ee 
3 


Il dd, a 
> = feld ET 
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—3+1 2 
oder 
dx B) 
ae Er. 
NT 2 „at 
Ayadı=4 Vadı = afatar = + Cr 
4 
fira= +0=3Y2 +0. 
RE air A 
V. yzde=4fa de = 4 ee a 


/3: — de=4.23YR + C=6Y2r +0. 
Vz 
Aufgabe 5. Man soll die Differential-Function 


_ 11 d 
G nr Yx a5 + )de 


integriren. 
Auflösung. Br, Formel Nr. 8 der Tabelle ergiebt sich 
Ne +79: Ya at 5 )de 


x 
1 18 
— fat de u. 7 fat de 11 fa ’de + fear. 


Wenn man die Integrationen, welche auf der rechten Seite 
dieser Gleichung angedeutet sind, nach Formel Nr. 9 der Tabelle 
ausführt und dabei die vier auftretenden Integrations-Constanten 
in eine einzige Constante zusammenfasst, so findet man 


5) 


23 
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zit! nr a gs 
— 7—— 1 #5 +0 
At 411 rl or 
Be 
x? x” : es 
== 27 ame Fe C 
5 | 3 3 0 5 + 
ZI 1A 33 J 
nl we .ö 29 ee 
5 + 3 IE ne ar ne 
Aufgabe 6. Man soll den Ausdruck 
a 4 
f@ y+ 7? a5) de 
berechnen. 
| Auflösung, Man erhält zunächst 


2 sy, 4 4 
ee 4 
f& 7ya +78 za)de 
. 2.9 . > 
= fee — 7fetdr +, x* dx — a fa ra 


9 
a 
3% ang! 


1 N Kern x’ 
43+1 2+1 .74+1 3—2+1 
Dies giebt 


x? sy ,4 4 ae By, 4 4 
Bey IR ER U RT ER LE 
fü 1yat7z® ) A MR ee 
Aufgabe 7. Man soll den Ausdruck 
Skasinz + bcosz + ce”)dx 


berechnen. 


Auflösung. 
14 der Tabelle erhält man 


S(asinz + Bcosx + ce)de = — acosz + bsine+ce +C. 


Durch Anwendung der Formeln Nr. 11, 13 und 


Aufgabe 8. Man soll den Ausdruck 
dx da 
IC ade + n == + Be) 


berechnen. 


24 $ 6. Integration durch Substitution. 


Auflösung. Durch Anwendung der Formeln Nr. 11, 12 und 
15 der Tabelle a man 


N mardz + a EB; es u) = m +nlae+ptge +Ü. 


Aufgabe 9. Man soll den Ausdruck 
d. d 
I te +) 
+% nz Vi —. 
berechnen. 


Auflösung. Durch Anwendung der Formeln Nr. 16, 17 und 
15 der Tabelle erhält man 


1 de dr N 
J es: : "sin eo) arctgr— actgx + arcsinz+ C 


—= -— arcctgz — actgx — arccosz + C". 


S 6. 
integration durch Substitution. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 19.) s 
Im Allgemeinen wird bei Anwendung der Formel 


(1.) I @de=f +0 

nicht /(z), sondern f‘(z) = y(x) gegeben sein. ''Dann wird man 
F(e) meistens nicht unmittelbar bestimmen können. Dagegen 
kommt man häufig dadurch zum Ziele, dass man statt der Ver- 
änderlichen x eine andere Grösse 2 als Integrations - Veränder- 
liche einführt, indem man 


(2.) z=vf(), also de = w'li)dt 
setzt. Dadurch geht die gesuchte Function f(z) über in 
(8.) fe) =fw@O]= FW), 


d.h. in eine Function von einer Function, für welche nach 
D.-R., Formel Nr. 35 der Tabelle 


a) ZM-ry-I9-I9) 2 _0.y0, 


oder 


(5) dF() = Fiydt = [ya]. wie)dt = glyid). wiode 
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ist. Deshalb findet man die gesuchte Function Ft) aus der 
Gleichung 


(6)  FO)=SFy)dı = SylyW] . wind = Iple)de. 

In vielen Fällen wird man die Function w(f) passend so 
wählen können, dass sich die Function Ft) leichter ermitteln 
lässt als die Function /(z). Drückt man dann in dem ge- 
fundenen. Resultate die Grösse 7, der Gleichung (2.) entsprechend, 
durch z aus, so ist die Integration vollzogen. 

Dieses Verfahren, welches man „Integration durch Sub- 
stitution“ nennt, wird am besten durch Beispiele erläutert. 
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Beispiele für die Substitutions-Methode. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 20 bis 58.) 


dx = 
ee) 
Aufgabe 1. F; a 
Auflösung. Setzt man 
(1%) zta=t, also z=t—a, de=dt, 
so wird nach Formel Nr. 12 der Tabelle 
dx dt = 


In ähnlicher Weise findet man 
(3.) f ee 


Il 


Aufgabe 2. Seos(z + a)dz = ? 
Auflösung. Durch dieselbe Substitution wie bei Aufgabe 1 
findet man nach Formel Nr. 13 der Tabelle 


(4.) Seos (2 + a)de = sin(z + a). 
*) Die Integrations - Constante möge hier und bei den folgenden 
Aufgaben der Kürze wegen fortgelassen werden. 
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Aufgabe 3. Ssin(a + be)de =? 
Auflösung. Setzt man 
(5.) a+bze=t, also 2= 4, de =, 


so erhält man nach Formel Nr. 14 der Tabelle 


% N yR 
(6.) /sinfa+bz)de = fiinede= , COSE—F- : cos(@ + br). 


dx 
Aufgabe 4. f ee — 
-Auflösung. Indem man 
(7.) 4— 3: =t, alo —3de—dt 
setzt, erhält man nach Formel Nr. 15 der Tabelle 
f dx el 1 
SB. Nesi — BE) fen: Hau a 
Aufgabe 5. fs) d2— 
Auflösung. Indem man 
(9.) 2 124, rare pi 


setzt, erhält man 


(10.) Jos) — 2 feostah —p 2sin() . 


In ähnlicher Weise gelangt man zu den folgenden Resul- 
taten: 


(1 1% feraz = — : ea Br d(a En Ge zi Zertie, 


(12.) ferae = afe* a )= as“. 
(13.) Jr a= af *al-2)=— =, 


dt °a(”) 
(14.) ee —n ge ): 
sin’() sin’(* sn?) “ 
n . 
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dx d(a + bx) 1 
(13) fi ar a Bu m8, — „aretg(a + br). 
(16.) f« an bx)’dx -_ n Pie b2)’d(a ur ba) in. (@ + bx)* 
; b 4b 
R n BERN. 
a7) Va + bz)’dx en fe - 52)3 d(a Au bz) A Aueh: bay 
nen! -4 _ 7a + ba)3 
8) fg — fe +52) "d(a-+ bx) = ” 
ei 
ee le 
Aufgabe 6. I 
Auflösung. Setzt man 
(19.) NR Er ir 


so erhält man nach Formel Nr. 18 der Tabelle 


adt Bird 1 i % 
0) fa fe fie a weigt= „arctg(*); 


Aufgabe 7. en = 
Ve nn 
Auflösung. Durch dieselbe Substitution wie bei der vorher- 
gehenden Aufgabe findet man 


(2 So Te le = arcsint = aresin(” ) 


Aufgabe 8. ee en 
Va? +2? 


Auflösung. Hier wird man aus Gründen, die später dar- 
gelegt werden sollen, setzen 


(22) =2+Va +22, also di= (1 as 


oder 


dr 
Va43) “ 


z +Va?-+ 2? td 
= 


dt o— nn ng ger nme! 3 
Ve+a2 Ve-+.2 
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daraus folgt 


dt Br 
ars fr-=1e4 Vers, 


Durch Vertauschung von + a? mit —a? erhält man aus 
Gleichung (23.) 


(23.) 


dx 
(24.) er (e +V2 eo). 
dx 
BER 5, 
Aufgabe 9. F et 
Auflösung. Setzt man 


[25.e e al) also 2rde =Ar, 
so findet man 


Er dr y dt $ ; 
(26.) Sera =3/7 == le + 2°). 


Durch Vertauschung von + a? mit —.a? erhält man aus 
Gleichung (26.) 


dx 
(27.) fa er N se — a?). 
Aufgabe 10. Be — 
Ve—a: 8 ‚N 
Auflösung. Setzt man 
(28.) Ve—2=t ao ® —- ?=%, 
so wird 
— ıdı = tdt, 
und 
(29.) BT, —l— ei = d= —t= — Va? — 2. 
Ve—a: { 
Aufgabe 11. Ba, 
Ve+2: 
Auflösung. Setzt man 
(30.) V?+2=t ao + 2?=%, 


so wird 
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zdz = tdt 
und 
. 1! zdez Ei tdi .. ——— 


Durch Vertauschung von + a? mit — a? findet man aus 
Gleichung (31.) 
(32.) De 
Ve a? 
Die in den Gleichungen (29.), (31.) und (32.) enthaltenen 
Resultate hätte man auch leicht durch unmittelbare Integration 
finden können, wenn man von den Formeln Nr. 30 bis 32 der 
Tabelle für die Differential- Rechnung ausgegangen wäre. 


dt 


LET. 


Aufgabe 12. nl} 
- zVa?— x? 
Auflösung. Setzt man 
di 
(33.) 2-7, also de=— 7 ; 
Veza=-\e-5 ZVP—1, 
dann wird 


} dx RR / dt 
De = = Des ee 
zVa?—x? 2? .a.aV? —1 aJyr—ı 


dies giebt nach Gleichung (24.) 


> —n ey le ae) 


a rh 

Aufgabe 13. ==? 

Auflösung. Durch dieselbe Substitution wie bei der vorher- 
gehenden 7 findet man 

”— ad. .t 1 tdt 
(35.) kr —_ = 
2V a? — "Se.a.aVyR—ı a) Vve—ı 

also nach a E28) 


EEE EHER 
(36.) mean I yR Amer! 
LT 


2 2 
Va? — a? a u?x 
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d. 
Aufgabe 14. de A 
JzVa® +2? 


Auflösung. Setzt man wieder 


(37.) z=-ı ae dk=——ı; 


so wird 


dx endet Be. 
(Ve IE a.aye+ı VE+1 


dies giebt nach Gleichung (23.) 


eo! ver ee 


Aufgabe 15. Es Ir 
2” Va? + 2? 


Auflösung. Durch dieselbe Substitution wie bei der vorher- 
gehenden Ee findet man 


(39 ) === adt . 2 RL, 1 tdi 

— = ——— 3) 
Vers Erle ya @)/ye+1 
also nach Gleichung (31.) \ 


dt Br Le tra Ve 122 
0) Jayars al Hi 
Aufgabe 16. A ——? 


Auflösung. Setzt man wieder 


a dt 
(41.) ar also de = 
3 2 
2 —qa — 7 e= VIE, i=-; 
so wird 
dx a 


zV x2?— a? 7 Pre ayı FEN et, ar, 
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dies giebt nach Gleichung (21.) oder nach Formel Nr. 17 der 
Tabelle 


7. b f 
(42.) BB | = z SECSINT u — 1 are sin () x 
zV 2? — a? a a B% 
ade 
22V x? — a? 


Auflösung. Durch dieselbe Substitution wie bei der vorher- 
gehenden Aufgabe findet man 


dx "— ad. .t Be (ar tar 
(43.) — =/ ae ——— 3 
z’V 2? — a? 2 .a.ay1—t: = hVI- 7° 
also nach Gleichung (29.) 


dx 1. — 5 _Ve®— a 
er fe = ar ee rer 
Aufgabe 18. fi —? 
tler 
Auflösung. Setzt man 
d. 
(45.) t— 12, also di= a 
so erhält man 
dr dt 
(46.) Im =li=1le) 
2 — T)de _, 


Auflösung. Setzt man 
(47.) 42? — 7ze +11=t, also (82 — T)de = di, 
so erhält man 
(48.) en 3 — 1t = I(42° — 72 + 11). 
(1223 + 152° — 4er + Bde _ B 
324 + 52° — 22? +82 —7 
Auflösung. Setzt man 
(49.) 32% + 52? — 22? +82: — 7 =t, 
also 


Aufgabe 20. 
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(122? + 152° — 42 + Bde dt, . 
so erhält man 


“(1223 + 152? — 42 + 8)de -/% = 
(50) | 3 +5 — 2 +82 —7 |” Fi 


— (32% + 52° — 22? + 82— 7). 


Die in den letzten Aufgaben angewendete Methode bestand 


dt : 
darin, dass man das Integral auf die Form f x; brachte. Dieses 


Verfahren ist immer anwendbar, wenn unter dem Integralzeichen 
ein Bruch steht, dessen Zähler das Differential des Nenners ist. 
Setzt man nämlich 


(51, le), also aan 
so erhält man 

A Sa)dı _ a 

(52.) Fl) -/5 =1l=1|f()] 


und damit den 


Satz. Steht unter dem Integralzeichen ein Bruch, dessen 
Zähler das Differential des Nenners ist, so ist das Integral 
gleich dem natürlichen Logarithmus des Nenners. 


Bei den Anwendungen dieses Satzes wird man allerdings 
häufig mit der Function unter dem Integralzeichen erst eine 
Umformung vornehmen müssen, um sie auf die beschriebene 
Form zu bringen, wie man aus den hier Dlgengen Aufgaben 
ersehen kann. 


Aufgabe 21. Neadı = 


H Er sin: 
Auflösung. Bekamntlich ist tg= = Fe so dass man erhält 


2 u — sinzdx 
(53.) fieade FT EM 


Jetzt steht unter dem Integralzeichen ein Bruch, dessen 
Zähler das Differential des Nenners ist, folglich ist das Integral 
der natürliche Logarithmus des Nenners, und man erhält 


(54.) Stgade = — (osx). 
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In ähnlicher Weise findet man 


cosrdr ; 
(55.) feigadr -/ nz. —= ] (sinz). 
Aufgabe 224 ITarr = ? 
sınz cost 


Auflösung. Dividirt man Zähler und Nenner des Bruches 
unter dem Integralzeichen durch cos?z, so erhält man 


| cos? ditgz) 
\B8,) en = fo _y (Y Is 
folglich wird 
erde 
(57.) I — tee) = Vetgr). 
Aufgabe 23. - er 
sinz 


Auflösung. Diese Aufgabe lässt sich leicht auf die vorher- 
gehende zurückführen, indem man 


(58.) 2 — 2t 
setzt und die bekannte Formel 

sinz = sin(2?) = 2sintcost 
beachtet. Re erhält man 


62) füne = Fanicosi =) [eG -) 


Aufgabe 24. I _? 
COST 


Auflösung. Diese Aufgabe wird auf die vorhergehende 
zurückgeführt, indem man 


(60.) a = —t, also csz=sint, d= —d 


setzt; dann erhält man 


X. 
I: in — te :(5)) 
oder 


Kiepert, Integral-Rechnung. B} 
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"dx TER 0 TER RR 


1+e” ber, 
Aufgabe 25. re dx — 


Auflösung. Multiplicirt man Zähler und Nenner des Bruches 
unter dem Integralzeichen mit e”, so wird der Zähler, nämlich 
(e® + 1)dx, das Differential des Nenners e® + x, folglich wird 
das Integral gleich dem Logarithmus des Nenners; d.h. es wird 


] 1+ PPAEN ‘(e" + 1)dx are 
(62.) f de Sea —=1e+a) 


Aufgabe 26. Ssintz — 3sin?z + Asin?z +11sinz)coszde =? 
Auflösung. Setzt man 

(63.) Sin zT, valso, Tcoszde dr 

so erhält man 


(64.) Ssintz — 3sin’z + 4sin?z + 11sinz)eosede = 


Al 3 4 11 
4 3 2 t Derperne Be 2 — 
f 3® Far ride m ea 


= sindx —; sintx + r sin®dz + = sin?z. 

Man erkennt sofort, dass diese Substitution 'immer eine Ver- 
einfachung herbeiführt, wenn unter dem Integralzeichen eine 
Function von sinz steht, welche mit coszd= multiplicirt ist; 
denn man erhält dann 


(65.) Sf sin z)eosede = /f(t)di. 
Aufgabe 27. f er —ıE 
sin’ 


Auflösung. Indem man die soeben angegebene Substitution 
benutzt, findet man 


cos dx dt tr? 1 
66. ; ld = en AT Zr 
n, / sin®z Jh # ae 2sin?z 


Steht unter dem Integralzeichen eine Function von cosz, 
multiplicirt mit sinzdx, so wird man durch die Substitution 
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(67.) coz=t, also — sinzdr = dt, 
eine Vereinfachung herbeiführen; denn es wird 
(68.) Sf (cose) .sinede = — /f(Ödt. 


Hieraus ergiebt sich ohne Weiteres die Lösung der beiden 
folgenden Aufgaben. 


Aufgabe 28. /(cos?z — 2co8?z + 3cos2 — Ysinzde — 


1 2 3 
2 4 0 er 4cosz. 
7 cosz +; T 5 z + 4c08r 


sinz dx 1 
Aufgabe 29. f cos!r — E= 3 082 : 


Häufig wird man die Function unter dem Integralzeichen 
erst umformen müssen, ehe man die in den Gleichungen (65.) 
und (68.) angedeuteten Substitutionen anwenden kann. Wie 
dies geschieht, mögen die folgenden Aufgaben zeigen. 


Aufgabe 30. Seos’r de = ? 
Auflösung. Durch Anwendung der bekannten Formel 
(69.) cos’z = 1 — sin?z 


erhält man 
(70.) Scos’xz de = /(1 — sin?z) coszdx = /(1 — sin?z) d(sinz) 


| 1 
a — P)d= deer; — sinz — „sine. 


Aufgabe 31. Ssindr de = ? 
Auflösung. Durch Anwendung der bekannten Formel 
(71.) sn2 — 1 —cos’z 


erhält man 


172.) Ssindede = Sa — 608°)? . sinzde = — Sı — c08°’2)?d (c0Sx) 


-—fa-20+4 Nd=—(t—,P+5P) 
3 5 


ZB.R Aal er 
De 


5*+ 
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Aufgabe 32. Seos"Hzde =? 


Auflösung. In gleicher Weise wie bei Aufgabe 30 findet 
man hier 


(73.) Jcos"+!z de = (1 —sin?z)".cosz de = /(1—sin?z)".d(sin.). 
Durch den Factor d(sinz) soll angedeutet werden, dass 


sinz zur neuen Integrations-Veränderlichen gewählt wird. Da- 
durch erhält man 


(74.) Scos"Hrde = 1 — B)rdt 


SO 
0 =. en a 
++ 


Ai 1 fen 
Kan — . 
6 he —l Eon +1 
Aufgabe 33. sin" +Ha2de— ? 


Auflösung. In gleicher Weise wie bei Aufgabe 31 findet 
man hier 


(75.) Ssin"+2de = /(1— c08?z)".sinede =—/(1—cos?r)".d(co82). 
Auch hier soll durch den Factor d(cosz) angedeutet werden, 


dass cosz zur neuen. Integrations-Veränderlichen gewählt wird. 
Dadurch erhält man 


(76.) Ssinrttzde = — (1 — B)rdt, 
also, abgesehen vom Vorzeichen und von der Bedeutung der 
Veränderlichen 7, dasselbe Integral wie bei der vorhergehenden 
Aufgabe. 

Aufgabe 34. Ssin"zcos"t+ede — ? 


Auflösung. In ähnlicher Weise wie bei Aufgabe 32 findet 
man hier 


KT) Ssin"zcos"Hz2de — — /sin"z(1 — sin?z)* . d(sinz), 
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wo durch den Factor d(sinz) angedeutet werden soll, dass sinz 
zur Integrations-Veränderlichen gewählt wird. Hierdurch erhält 
man z. B. 


cosdz dx (1— 1aE? u 2 
(78.) Fi er "NE m — 19)dt 
t-3 t- 


3 120 ir sinz 


Aufgabe 35. Veosrzsin"+trde — ? 


Auflösung. In ähnlicher Weise wie bei Aufgabe 33 findet 
man hier 


(79.) Ji cos”zsin"trizde = — 5 cos”z(1 — Ccos?r)”d(cosz), 


wo durch den Factor d(cosz) angedeutet werden soll, dass cosz 
zur Integrations-Veränderlichen gewählt wird. Hierdurch erhält 
man zZ. B. 


(80.) Sco8zsin®zde = — St!(1 — P)dt = SR? — M)dt 


Ra a 


VRR 5 


Aufgabe 36. Ste’ — 8tg?x + 5tgx — 7) N a 


Auflösung. Setzt man 


dx 
(81.) et, salso a 
so erhält man 
(82.) [te’« — stg?z + 5tgz — 7) En: — ((t? — 82? +51 — T)di 
By ZEN Tr tr 
= le nt = LU 


Dieselbe Substitution kann man immer anwenden, wenn 
unter dem Integralzeichen eine Function von tgx, multiplieirt 


mit Bar, steht, d.h. es wird ganz allgemein 
cos?z 


(83) frie) S;=freen)- dten) 


—_ 
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wo durch den Factor d(tgzx) angedeutet werden soll, dass te x 
zur Integrations-Veränderlichen gewählt wird. 


Aufgabe 37. fletere — Sctg?z + 5) ee —# 


Auflösung. Setzt man 
(84.) egr=t, als — — —=dt, 
so erhält man 
(85. ) fletgtr — Schr +5) = er 4 3% + 5)dt 


A 
=— +44 5 — 8% + ctg?z — 5cigr. 


- 


Dieselbe Substitution kann man immer anwenden, wenn 
unter dem Integralzeichen eine Function von ctgx, multiplieirt 


mit steht, d.h. es wird ganz allgemein 
sin?z 


(86.) f Fietgx) Es = fi Fietgz).d(etgx), 


wo durch den Factor d(ctgx) angedeutet werden soll, das ctg= 
zur Integrations-Veränderlichen gewählt wird. 


Häufig wird man erst eine Umformung vornehmen müssen, 
ehe man auf die in den Aufgaben 36 und 37 vorausgesetzte 
Form der Differential-Functionen geführt wird. Wie dies 
geschieht, mögen die folgenden Aufgaben zeigen. 


Aufgabe 38. taz — Ttg?z + 2tg2 + 9)de =? 
Auflösung. Damit die Function unter dem Integralzeichen 


eine Function von tgx, multiplieirt mit . wird, muss man 
sie durch cos?x dividiren und deshalb auch mit 

cos’x 1 
— or + sine I-+ ter 
multipliciren. Dadurch erhält man mit Rücksicht auf die 
Gleichungen (81.) 


(87.) cos?x 
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(88.) (ter — Ttg?z + 2tg2 + 9)dz 
- 4 — Ttg?z + 2187 +9 de 


ter +1 cos?z 
Yan 2 
-/ Un, een 


? +1 
Nun ist, wie man durch Division findet, 
Se 9 = LING Dre 16, 
folglich wird mit Rücksicht auf die Formeln Nr. 9, 24 und 18 
der Tabelle 


E— TE H+2EH+9I,_ "tdt di 
A 


ae ar 41(# + 1)+ 16arctgt, 


oder, wenn man beachtet, dass 


{ 
‚A nn, De 
(91.) | a a RER arctgt 
ist, 
! tg?x 

(02) (tet Tte?z+2tg 2 + 9)dr = me: 7tg2—l(cosz) +16. 

Dieses Verfahren führt zu der allgemeinen Formel 

_[Sitge) . 

(93.) Irte») N ei d(tgz). 

Aufgabe 39. Sigrz.de=? 


Auflösung. Nach Gleichung (93.) erhält man, indem man 
tgx zur Integrations-Veränderlichen macht und mit Z bezeichnet, 


a Of tndt 


Bei der weiteren Behandlung des Integrals muss man zwei 
Fälle unterscheiden, jenachdem » gerade oder ungerade ist. 
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l. Fall 2 = 2m. 


2m 
CHRE a < fern dt = (cr 2 pm Zi ee 
1 


ae van: 
Were Fr. 


a 


Es ist z.B. 
5 3 
(96.) fer de, —e 3 a tg2e — x. 


.fal. „=2m-+]1. 


mt 
(97.) r ah — dt 


2 + + En 
? 
> 2m—1 ___ 2m—3 ee An 2 
-f m + +iF)dt 
EN I tg?z ER 
== re 1] 1 2 
Om md 3 Felt), 


wobei man noch 
1 
} 2 al a a 
11 + tg%r) — 1) = 1 (cos2) 
setzen darf. Es ist z.B. ir 


6 4 
(98.) fer ae = 2 3 EN _ * + \(cose). 


Aufgabe 40. Nletgtz + 3ctg?x — T)de=? 
Auflösung. Damit die Function unter dem Integralzeichen 


EDEN wird, muss man 
127 


sie durch sin?r dividiren und deshalb es mit 
ın?2 
(99.) sin ME SSR =: bi EL nit 
sine + co®z 1- ctg?r 
multipliciren. Dadurch erhält man mit Rücksicht auf die 
Gleichungen (84.) 


eine Function von ctgz=, multiplicirt mit 
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F # + 30° —17 
(100. fletg!z + 3 ctg?r — T)d = —f 1 


r I ». e 
-— [(: -+ Ser 5) en (5+ 21 + yarectgt), 


oder, da ctgx=t und arectgt = x ist, 


dt 


(101.) fletgte + 3ctg?r — T)de = — _.- 2cte 297: 
Dieses Verfahren führt zu der allgemeinen Formel 

(102.) reis 2). de = — en  Hetge). 
Aufgabe 41. Jeterx.de =? 


Auflösung. Nach Gleichung (102.) erhält man, indem man 
ct2= zur Integrations -Veränderlichen macht und mit 7 bezeichnet, 


(103.) feste able = en 


Die weitere Behandlung dieser Aufgabe ergiebt sich sodann 
aus Aufgabe 39. 


7 
Aufgabe 42. / En ar 
costr 
Auflösung. Bekanntlich ist 
1 dx 
(104.) 7: =1-+tg?r und nen ditgz), 
folglich wird 
R de fl SER & 
(105.) Er < en (1 + tg?z)d(tg x) 


tg°x 
E= tg X r : & 
Dasselbe Verfahren führt zu der allgemeinen Formel 
dz 


COSPr fü Am tg?z)" 1d(tg N 


wo durch den Factor d(tgx) angedeutet werden soll, dass tg= 
zur Integrations-Veränderlichen gewählt wird. 


(106.) 
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Aufgabe 43. f Se: 
sin®x 
Auflösung. Bekanntlich ist 
1 2 
4072 sin?z — al + ctg L und Sin — d(ctge), 


folglich mn 


Bu. ee, 2\2 
uk - ln )' = sine fü an” 


2chetr  cigtr 
3 ) 


Dasselbe Verfahren führt zu der allgemeinen Formel 


(109.) Fr — ‚fü + etgte)r=dletg»), 


ee 


in?”x 


wo durch den Factor d(ctgx) angedeutet werden soll, dass ctgx 
zur Integrations-Veränderlichen gewählt wird. 


In ähnlicher Weise bildete man die folgenden Formeln, 
welche zur Vereinfachung der Inteerale von transcendenten 
Functionen dienen. 


(110.) re ‚ande — 3 (re) ..d(a2), 
au) Me) .ede = /fe).de), 
112.) Jrao — -/fü2) a 
(113.) re sine) - Ze L  @resina) . d(arcsinz), 


yı - 
(114) fiareeosa) Fe 


dx 
Er 


ah (arccosz).. d(arccosz), 
(115.) wetea)- 
(116.) areetge)- © 


_ ” (arctgx).dlarctgz), 


1 = —/f (arcctgx).. d(arcctge). 
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Hierbei soll durch die Factoren d(a®), d(e), d(z), 
d(arcsinz), d(arccosz), dlaretgx), d(arcetgx) angedeutet 
werden, dass bezw. die Grössen a”, e”, 1x, arcsinz, arccosz, 
arctgx, arcctgx zu Integrations-Veränderlichen gewählt werden. 

Zur Einübung dieser Formeln mögen die folgenden Auf- 
gaben gelöst werden. 


Aufgabe 44. Narr + 3a® — T)dz =? 
Auflösung. Bezeichnet man a” mit £, so wird 
(117.) Sla?® + 3a® — T)dz — (ax + 3 — 7a). a'dı 
= ft as Te N)dt Subur nt) 
la la 


En 1 Dr 2% De . 
=. ® + 3a 7210) 


Aufgabe 45. f RNIT 


LT 


Auflösung. Bezeichnet man lz mit #, so wird 
(118.) ae = feos tdt — sint = sin (|z). 


T 


"aresinz.dx 


Aufgabe 46. ER, 
: Vı-—- 2 
Auflösung. Bezeichnet man arcsinz mit Z, so wird 
Inz.d A| an 
ah, zen ware sın®z. 
Vı -2 Zn 2 


dx 
—e 
Aufgabe 47. F (+ S)arcige 
Auflösung. Bezeichnet man aretg= mit Z, so wird 


dz dt 
(120.) Ir er In 4 = \(aretoz)e 


Steht unter dem Integralzeichen irgend eine rationale Func- 
tion von sinz, cosz, tgz, ctgz, so Kann man diese transcendenten 
Functionen durch die Substitution 
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x 


fortschaffen, so dass man unter dem Integralzeichen nur noch 
eine rationale Function von 2 behält. Es folgt nämlich aus 
Gleichung. (121.) 


ee 2n(,)os(, 2) 
6) © )= BTe cos (2) + sin( (a: 


2 TC end 
A wi cos (5) sin (5) 
6082 =.608 Or sin® ( ye D 
; r cos? (5)+ sin? (5) 
2 2 
oder, wenn man Zähler und Nenner dieser Brüche durch 
cog? @) dividirt, 


(122.) sinz == = ) 
af? 1+% 
1+18°(5) 
3 le) 1—2 
(123.) cor= — i+2 . 
T 
1 2 
+18 (5) 
21 1—? 
(124.) g2= Tee a a4: . 
Aus Gleichung (121.) findet man sodann noch 
(125.) re tür © ae — er 
und erhält dadurch die Formel 
(126.) /f(sinz, cosz, tgx, ctgx)dx — 


fr 2: i—2 27 lee PN DA 
1 +2 19 a 


Mit Hülfe dieser Formel kann man z. B. die folgende Auf- 
gabe lösen: 
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(1+sine)de  , 
sinz(1+ cosz) 
Auflösung. Nach Gleichung y. wird 
(1 + sinz)de 21 2di.. 2 me 
sinz(l + cosz) _ (' ji en) Br ee) 
Welpen 


1 < 
pe?) = ,fe+2+: ae: 


Aufgabe 48. 


also 


s "A+sinz)de 1/70 
(a7) Jsinz(l1 + c08z) =;G auen 1%) 


er +le)] 


Bei der Integration durch Substitution ist die neue Inte- 
grations-Veränderliche 2 im Allgemeinen so zu wählen, dass jedem 
Werthe von z innerhalb der Integrationsgrenzen nur ein Werth 
von £ zugeordnet ist, und umgekehrt darf jedem Werthe von Z 
innerhalb der Integrationsgrenzen nur ein Werth von = ent- 
sprechen. Wenn diese Regel nicht beachtet wird, so können 
leicht Fehler entstehen. In einem späteren Abschnitte soll dieser 
Fall noch besonders untersucht werden. 


58. 
Integration durch Zerlegung. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 59 bis 66.) 

In vielen Fällen kann man die Differential-Funetion F(z)dz 
unter dem Integralzeichen in zwei oder mehrere Summanden 
zerlegen, die dann einzeln sehr leicht integrirt werden können. 
Wie dies geschieht, mögen die folgenden Aufgaben zeigen. 


Aufgabe 1. fr — 


Auflösung. Bringt man die beiden Brüche 


1 
und 
Al 


1 ’ 
— —— auf gleichen Nenner, so erhält man 
z-+a 
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1) ec 
deshalb wird 


Je=an Ne) 


— [Ile — a) — \(@ + a)] = 


dx 
Aufgabe 2. jz orale 


Auflösung. Diese Aufgabe kann man auf die vorhergehende 
zurückführen. Ergänzt man nämlich die beiden ersten Glieder 
des Nenners zu einem vollständigen Quadrate, indem man 25 
addirt und dann wieder subtrahirt, so erhält man 
(3) 2+102+16=(2-+102+ 25) + (16—25) = («+ 5)?—9. 

Setzt man jetzt noch 
(4.) z +5 =1 "also de dl, 
so wird 


J j dr I de et 
6.) ermens "Je@+5%—97 Je’ 


oder nach Gleichung (2.), wenn man x mit 2 und a mit 3 ver- 
tauscht, 


%+ 2 
(6) Ben. 0 Az )=3 Se) 


Aufgabe *% ie HS, = 
Auflösung. In ähnlicher Weise wie bei der vorhergehenden 


Aufgabe wird man hier den Nenner auf die Form 

(7) 2+62+13= (2? + 6249) + (3 —9)=(e+3)? +4 
bringen und 

(8.) z+3=1t ao d=d 

Setzen; dadurch erhält man 


(9.) fr dx rk dz | d 
; Free ra fern 2 + 22 
Wollte man jetzt die Integration nach der in Aufgabe 1 


gefundenen Formel ausführen, so müsste man 


2a ae; 
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a@——4, ao a=2y—1=2i 
‚setzen, so dass man für das Resultat eine complexe Form er- 


halten würde. Dies kann man vermeiden, indem man Formel 
Nr. 21 der Tabelle, nämlich 


fr = „arcte( ) 


für = 2 anwendet. Be findet man 


0) = we =)= ar ) 


Aufgabe 4. 


f 22 + I. + c = 

Auflösung. Wie man schon aus den beiden vorhergehenden 
Aufgaben erkennt, muss man bei dieser Aufgabe drei Fälle 
unterscheiden, jenachdem d?— ec positiv, negativ oder gleich 
Null ist. 


I. Fall. Dec >20. 
Setzt man in diesem Falle der Kürze wegen 
(11.) 2? —-c=+0a, ao V®?—c=+a, 


so wird «@ eine reelle Grösse, und man erhält 
(12.) x? + 2b2 +c= (2? + 25x + 5°) + (c— 2?) 
abyrcc 
Dies giebt, wenn man x + 5 mit ? bezeichnet, nach Auf- 


gabe 1 
$ dx = dt - (2) 
22 +22 +0 Je_a@ 2a \t+a)' 


f da er Tel sr 
En 2 +22 +e 2VB®—co \etb+VR— 
Man erkennt ohne Weiteres den Zusammenhang dieses Ver- 


fahrens mit der Auflösung der quadratischen Gleichungen. Um 
nämlich die quadratische Gleichung 


 +2bz+c=0 
aufzulösen, bringt man die Gleichung auf die Form 
= +22: —=b2—c 


oder 
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und zieht dann auf beiden Seiten dieser letzten Gleichung die 
Quadratwurzel aus. Dadurch erhält man 
s+b=+Vb— ec, 


(14.) n=—b+V® —-ec, na =—b—- Ve, 
(15.) = BB = EMI Dich m — a =2Vb—e, 

"A +2Bd2 + = —(aı +2) +0 = (e —aı) (e— 22), 
wo zı und x, die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung 
sind. Setzt man diese Werthe in die Gleichung (13.) ein, so 
nimmt dieselbe die Form an 


ana). een le 


Von der Richtigkeit dieses Resultates kann man sich 'in 
folgender Weise überzeugen. Es ist 
1 re X — 22 
sm 3-m. @ - o)@e 5%) 


1 ai hei; (— we 2 
2 — a) — 0) mn \e—mn 2—m 
also wird in NR mit Gleichung (13a.) 


ka nt 


oder 


1 x — I 
= — Me) le) = —1® = =) 
I. Fall. ®°—c<D. 
Setzt man in diesem Falle der Kürze wegen 
(16.) 2 —c—=—a, oder Ve H=u, 


so wird a eine reelle Grösse, und man erhält 
2 +2b2+c= (+22 +5) +(c—28)=(2 +5 + a. 
Dies giebt, wenn man wieder x + 5 mit ? bezeichnet, 


f dv en de wol eu 0... tel 
2? +2b2+c Skat” + Be 5 .) 


also 


dx 
rP t 
7 ee = Zn —): 
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Es ist noch hervorzuheben, dass die Gleichungen (13.) und 
(17.) richtig bleiben, gleichviel ob 5°? — ec positiv oder negativ 
ist, die rechte Seite von Gleichung (13.) erhält aber eine com- 
plexe Form, wenn 5? — c<0 ist, und auf der rechten Seite von 
Gleichung (17.) wird die Grösse Ye— 5? imaginär, wenn 
6? — c>0 ist. Der Zusammenhang beider Gleichungen ergiebt 
sich aus D.-R., Formel Nr. 182 der Tabelle, nämlich aus 


18. ———)- 
(18.) ;) = 2rarctgp. 


Setzt man nämlich 


En 


so folgt aus Gleichung (18.) 
GE) ra) 


Ya 
1 ne —I(— 1) = 2iarctg (7 ): 

Dies giebt, wenn man beide Seiten der Gleichung durch 2a: 
dividirt und beachtet, dass nach D.-R., Formel Nr. 181 der 


Tabelle I(— 1) den Werth 1)rr2 hat, 
1 va @A+ hr 3E 1)7c 
Te) 0 
wobei A noch eine beliebige, positive oder Be: ganze 
Zahl ist. 
Vertauscht man also in der Formel 


dz _1] -—®) 
2 — a? 2a (=: 


die Grösse a mit az, so erhält man 
cr (2 2 -r 2 
(20.) RE 2 „ aretg (” ) Bi en er 


oder 


— 


Setzt man noch 


VE a EN 
und vertauscht z mit z+ 5, so geht Gleichung (19.) über in 
Kiepert, Integral-Rechnung. 4 
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(21.) 


ı "ern, 
SV EN Vr— 
)+ (2A+1)n . 


— arct (= ——— ; 
= pe z BE 2Ve — b? 


die beiden Werthe, welche man in den Gleichungen (13.) und 


17.) Zur POIRSENNN gefunden hat, unterscheiden sich also 
2? + 2b2 + c 
@A+1)m 
2YVe — EN 
Ill. Fall. NR fee it 


Hier wird, wenn man wieder z + 5 mit ? bezeichnet, 


/E dx -/; dx fe fe R 
JEF Dt Jar Ser fe 


von einander nur durch die Constante 


oder 
2 Remo, u 5 j 
Beispiele. 
l. En en ur in - are (a) | 
il. rall. [; - nn Er 
Aufgabe 5. Br we = 


Auflösung. Wäre bei dem Bruche unter dem Integralzeichen 
der Zähler dem Differential des Nenners proportional, so könnte 
die Integration nach Formel Nr. 34 der Tabelle ausgeführt 
werden, nämlich nach der Formel 


RE 
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In dem vorliegenden Falle ist 
Ee=2225, 
deshalb nimmt man mit dem gesuchten Integrale die folgende 
Umformung vor. Es ist 
Pe+Q=(Pe+Pb)) +(Q — Pb) == hg 22) + (Q— Pb), 
folglich wird 
fa + Q)de -# ıP(2x + 28) + (Q — Pb) BE 


Ja+2be+e 2? + 2b + ec 
_ P ((22 + 2b)de dx 
Ze JE +2br + e in 7 Pf, +2bz te 
also 
(Pr+Q)dz _ dr 


2 a+2bz+c I een Tz e Ye: +2b2+c 


Das Integral, KR auf der rechten N dieser Gleichung 
stehen geblieben ist, findet man nach Aufgabe 4. So ist z.B. 
für 9 — c>0 


(Px + Q)dx 
ER) 2? +2bx2 +c 
ER 2x +c) + TÜREN (°- re mer a) 
2 NE NE REN 
oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (14.) und (15.) 


(Pr + Q)dx 


(2 — zı) (2 — 22) 


Bar 2Q + Paı + 22) , (2 — &ı 
alle EN Dil m resume ()) 
Aus den bekannten Formeln 
(ee — zı) @& — 23)] = le — zı) +l@ — 2), 


l Ber — (x — xı) — (x — 23) 


ergiebt sich daher 
Bee Ode Zar Br 2 0 Blaue za) 
(or — u l(z — 21) 


(a ale 22) Fr 2(rı — 2) 
| Pr 2Q+ Feat) 
oder: ar © 2(2ı — 23) ) erg 


4* 
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2 " (Pr + Q)dx 
(24.) He — n 22) 
en: (Pr + le — a) — (Pr + Q)l@ — 2)]. 
1 
Die Richtigkeit dieses Resultates kann man in folgender 

Weise bestätigen. Es ist 
Pa+Qa PatQ_ (Pr + a) mm), 

x — 12 x — 29 AAN Er 
woraus sich durch Integration Gleichung (24.) unmittelbar ergiebt. 


(25.) 


Beispiele. 
1 (2x + 43)da A + r A ef 
J®+c2c—12 2-2 — (=+ N (6) 
2 


- (2 +2—-12)+ s1(—— 


— 72 — 3) —5l@ +4). 
Dasselbe Resultat findet man aus Gleichung (24.), denn es 
ist in diesem Falle 
= ch Du a er a 
P=2, Q=4, Pın+Q=4, Pu +Q=35. 


I. a fe en.“ 
— 4: + 20 Sn, (2 — 2)? + 4? 


EZ 
— (x? — 42 + 20) + Larctg € 7 ): 


az — T)de _fAatH12) 19, _,fE of 
al ui Zu Bu BZ NE (2+3)? 


= +45 


1. 


Die vorhergehenden Aufgaben behandeln nur die einfachsten 
Fälle der Zerlegung in Partialbrüche. In einem späteren Ab- 
schnitte wird gezeigt werden, wie man Jede gebrochene rationale 
Function durch Zerlegung in Partialbrüche inteeriren kann. 
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Aufgabe 6. er a 
sin?z cos’z 
Auflösung. Mit Rücksicht auf die bekannte Formel 
since + cos? —=1 
erhält man 


rd sin’z + cos?’z 3, "de x "dx 
re zw r = . or c — v z a &ö ’ 
sin?z cos’x sin?z cos’r cos’r sin?r 


folglich wird nach Formel Nr. 15 und 16 der Tabelle 


(26.) er nn CO r — sin’z 
I sindzcos®z En sinz c08z 
2 cos(2x) 
N 2 he Pk 
sin?) _ eig (22) 
rc: 
Aufgabe 7. le an 
sinz 608% 


Auflösung. Dieses Integral ist bereits durch Formel Nr. 37 
der Tabelle berechnet. Damals wurde die Function unter dem 
Integralzeichen so umgeformt, dass der Zähler des Bruches das 
Differential des Nenners wurde. Man kann aber die Integration 
auch durch Zerlegung ausführen. Mit Rücksicht auf die Formeln 
Nr. 35 und 36 der Tabelle erhält man nämlich 


27.) are f cos’z + sin?z q coszdz ai sin zdx 
Zee : — - HE £ ar Er EN En 
sinz C08z sinz C082 sınz cosz 


[7 


— I(sinz) — l(cosz) = \(tg). 


dr 
229 
aulganea5: ee +bcsz+c | 


Auflösung. Zunächst wird man hier die in Formel Nr. 58 
der Tabelle angegebene Substitution benutzen und 


setzen, dann erhält man 
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R - de P 2dt au 
2) en + bcosz + e a ol ler) 


2. dt 
El: +2at+(b+e) 
oder, wenn man die Grössen d, und cı durch die Gleichungen 
(30.) a=bi(e—b), b+c= ale —b) 
erklärt, 


31) dx SET 2 h dt 
Er ae, 


Für 5,°?—cı>0 erhält man daher nach Aufgabe 4 (Formel 
Nr. 60 der Tabelle) 


32) f. Bag? Zur 1 (ern Vze 
asinz+bcose+c c—b oYb?—c \t+bı+ Vbr—cı 
e Ka (a 
Ve2+0?— eo Hc—b)+a+YV a? +2? FE... 
und für 4°—cı <0O erhält man nach Aufgabe 4 (Formel Nr. 62 
der Tabelle) 


N dx 2 0 ) 
G asine+bceose te c—b TE Bus (7; 


2 Kor b)+a 
= arcte 67 ): 
Ve — a? —b2 — EN 


89. 
Partielle Integration. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 67 bis 88a.) 
Sind « und v zwei beliebige Functionen von x, welche eine 
Ableitung besitzen, so ist bekanntlich (vergl. D.-R., Formel 
Nr. 28 der Tabelle) 


(1.) d(uv) = vdu + ud, 
oder 
an udv = d(uv) — vdu, 


oder, wenn man beide Seiten dieser Gleichung integrirt, 
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(2.) Judo = u — fodu. 

Mit Hülfe dieser Formel ist die Integration der Differential- 
Function «do zurückgeführt auf die Integration von vdu, wobei 
es durch passende Wahl der Factoren « und dv häufig erreicht 
werden kann, dass /odu leichter zu ermitteln ist als /udv. 

Wie dieses Verfahren, welches man „partielle Integration“ 
nennt”), angewendet wird, mögen die folgenden Aufgaben zeigen. 


Aufgabe 1.' Nz.de=? 
Auflösung. Setzt man 
(3.) Deu Tealsokau az: 
so wird 
dx 
(4.) du=—ı v=t, 
T 


folglich erhält man nach Gleichung (2.) 


fie.@=2.1.—2-2=2.1.— de, 


oder 

(5.) Nz.de = xl —1). 
Aufgabe 2. Serlz.de=? 
Auflösung. Setzt man wieder 

(6.) ua lesralso Kdu= ande, 

so wird 

(7) RE. ER 


ee, 
folglich erhält man nach Gleichung (2.) 


® . 


(8.) m] d. En 1! H 
(0% f A ram x 


ren il 
= (2 ): 
m+L1l m-+1 


Für m = 0 geht diese Aufgabe in die vorhergehende über. 


*) Die häufig gebrauchte Bezeichnung „theilweise Integration“ ist 
sprachlich nicht zulässig. 


Aufgabe 3. 
Auflösung. 


(9.) 


so wird 


Setzt man 


Ur, 


du— dr 


fr ‚em de= 


(10) 


ne 


11%) 


2 


Aufgabe 4. 


Setzt man 
also 


Auflösung. 
(12.) 
so wird 
(13.) 
(14.) 


a ıR- 


du = dx 
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Iz.e® .de=? 


AlSOSED. = EB ER 


u — 


ms 
m Eu 


. emt __ fer R dx 
M 


. e":(mz — 1). 


Szsinz.de=? 


dur en de, 


= — COST, 


Jzsinz .de = — xcosz + fcosz . de 


— — 2608z + sine. 


Aufgabe 5. 
Auflösung. 
(15.) 
so wird 


(16.) 


Setzt man 


u= 7 R also 


du DDr. 


Sarcos2.de =? 


do c082. 02 


D>— STE 


Eh, Sr cose. de = #?sine — 2/rsinz.de, 


folglich erhält man mit Rücksicht auf Gleichung (14.) 


(18.) Sa? cosx . de = asinz + 2rcosx — 2sinz. 
Aufgabe 6. Jaresinz.de=? 
Auflösung. Setzt man 

(19.) u —arcsna mals de 


so wird 
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dr 
(20.) u V—n, 


aresinz. de = raresinz — 5 ; 
S 1—r 


folglich erhält man aus Formel Nr. 25 der Tabelle 


(21.) Saresinz. de = zaresinz + Y1—»?. 
Aufgabe 7. i Jarctgx.de =? 
Auflösung. Setzt man 
(22.) are ea alsommdo dr, 
so wird 
dt 
(23.) De IRRE =L, 
rc 
Irre Ei: ZI LArG X a 
folglich erhält man nach Formel Nr. 24 der Tabelle 
(24.) Jarctga .de = aarectge—t1l(1+ 2°). 
Aufgabe 8. Nie)” .de =? 
Auflösung. Setzt man 
2 ao andı dr 
so wird 
Be dx 
(26.) ame az 
(27.) Sa)” . de = z(le)" — mf(le)r—1. de. 


Das gesuchte Integral ist durch diese Gleichung auf ein 
ähnliches zurückgeführt, das aus dem gesuchten hervorgeht, in- 
dem man m mit m —1 vertauscht, und das deshalb einfacher 
ist. Durch wiederholte Anwendung der Gleichung (27.) findet 
man für jeden positiven ganzzahligen Werth von m das gesuchte 
Integral. Ist z. Be m=4, so erhält man 
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(28.) Six)%.dx = ala) — 4 /(le).de, 
(29.) Na). de = z(l2)? — 3 /ll2)?. de, 
(30.) Sir)®.dr = x(le)? — 2 fix.de, 
(312) Six. de = ale — x. 


Indem man Gleichung (29.) mit — 4, Gleichung (30.) mit 
+ 4.3, Gleichung (31.) mit —4.3.2 multiplicirt und sodann 
die Gleichungen (28.) bis (31.) addirt, erhält man 
(32) Six). de = z|(l2): — 4 (le)? 
+4.3(2% 4.3. 2(l2) Asp 
In ähnlicher Weise findet man 
(33.) Se)”. de=z[(le)" —m(lR)"t + m(m—1) (ler 2 — + 
...—m(m —1)...3.2.12 7 m!]. 


Aufgabe 9. Se." .d=? 
Auflösung. Setzt man 
(34.) u ie 0 nalsogdus en nd 
so wird 
(35.) du — ml u. —.e, 
(36.) Je .ar de — x" .e® — m Je: art, de. 


Auch hier ist das gesuchte Integral auf ein einfacheres zu- 
rückgeführt, das aus dem gesuchten hervorgeht, indem man m 
mit m — 1 vertauscht. Deshalb findet man durch das gleiche 
Verfahren wie bei der vorhergehenden Aufgabe 


(37.) Je .zmdı = Falk, — mar + m(m ar 1)2”7 2 a A 
mm De or 


Aufgabe 10. JScos?x Ne 

Auflösung. Setzt man 
(38.) U CI Ba SOH IE es 2 rd, 
so wird 
(39.) du= —sinz.d, v=sinz, 


(40.) Seosz . de = coszsinz + /sin?z de. 
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Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung ist 
nicht einfacher als das gesuchte Integral ; beachtet man aber, dass 


sine = 1 — C08’z 
ist, so geht die Gleichung (40.) über in 


E% cos?x .de= coszsinr + fe dt — -Scos?x .dr. 


Dies giebt, wenn man das zweite Integral auf der rechten 
Seite dieser Gleichung auf die linke Seite bringt und die ganze 
Gleichung durch 2 dividirt, 


I8 


(41.) Jose dr > sinzcosz + ; 


OD 


D 


Aufgabe 11. Ssin®z . de — ? 


Auflösung. Setzt man 
(42.) hg En Dear 
so wird 
(43.) du 602% a, v—= — cost, 

(44.) | Ssin?z . de = — Sinz cosz + Jcos?z . der. 

Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung ist 
nicht einfacher als das gesuchte Integral; beachtet man aber, dass 
cos? = 1 — sin®r 

ist, so geht Gleichung (44.) über in 
Ssin?z . de = — sine cosx + Jdx — Jsin:z . die. 

Dies giebt, wenn man das zweite Integral auf der rechten 
Seite dieser Gleichung auf die linke Seite bringt und die ganze 
Gleichung durch 2 dividirt, 

T 


2 


(45.) I .de = — 2 sinzcosz + 

Man erkennt ohne Weiteres den Zusammenhang zwischen 
den beiden letzten Aufgaben. Die Gleichungen (40.) und (44.) 
stimmen mit einander überein, und durch Addition der Glei- 


chungen (41.) und (45.) erhält man 
(46.) Seos?x .de + Jsin?z . de — S(cos?x + sin’z)dz = ax = x. 
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Die Aufgaben 10 und 11 lassen eine wichtige Verallge- 
meinerung zu, die in den beiden folgenden Aufgaben untersucht 
werden soll. 


Aufgabe 12. Jeos”z.de=? 
Auflösung. Setzt man 
(47.) U ee EN U EIER Re 
so wird 
(48.) du = — (m — 1) co” "zrsinzedez, v—=sinz, 


(49.) /cos” x. de = cos"1zsinz + (m —1 Jeos"—zsin’zd. 

Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung ist 
nicht einfacher als das gesuchte Integral; beachtet man aber, dass 
(50.) sin?e = 1 — cos’r, also cos” —zsin?r = 08” "2z — C0S”z 
ist, so erhält man 
(51.) Jcos" 2. de = cos" —!zsinz + (m — 1) Scos” 2x . dx 

— (m — 1) Seos”x.. de, 
oder, wenn man das zweite Integral auf der rechten Seite dieser 


Gleichung, welches mit dem gesuchten Integral identisch ist, 
auf die linke Seite bringt und die ganze Gleichung durch m 


dividirt,: 
HP RE 
feos"®e .da. 


Für m =2 geht diese Gleichung in Gleichung (41.) über. 

Das Integral auf der rechten Seite von Gleichung: (52.) 
seht aus dem „esuchten Integral hervor, indem man m mit 
m —-2 vertauscht, und wird daher einfacher, wenn m 2 ist. 
Es sei z. BB m=8, dann wird 


Mei, 2 it F m 
(52) feosrs . de =— cos"ixsinz + 
m 


5 7 
(53.) feos. .de= —- cos’zsıncH+ 5; cos'xr.. de, 


(54.) feoste .de = — c08d5zsinz+ > -feos’z dr: 


Ben t 3 
(58.) feos'z . de = —- cos®zsnz + U ER 


(56.) feosr he 


Se m 


coszsinz +5 — 
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7 s 
—, Gleichung (55.) mit 


S 


Indem man Gleichung (54.) mit 


, Gleichung (56.) mit 5 — == n „ multiplieirt und sodann die 


Gleichungen (53.) bis (56.) ae ee man 


} ı! Age 
rn 8 — 7 SB) 3 
(57.) feos'e „de — sinz (Ger +; + - ar ar na 


el 
> 


TRADT: 
Baretıes ER 2 
In ähnlicher Weise findet man 


+ — Ba 


5 1 6 6.4 
i . Tr.d — Pe 6 ag ee 4 —— u 
(58.) jcos’z.. dz sine („00802 +, 0ste + „cos 


6.4.2 
+55) 


Man wird jedoch in allen Fällen, ww m =2n +1 eine 


ungerade Zahl ist, /cos” dr lieber mit Hülfe von Formel Nr. 42 
der Tabelle, nämlich mit Hülfe der Formel 


JSosrtz.de = f(1 — sin)" . d(sine) 
berechnen. Für m = 7 findet man dann z. B. 


(59.) I cos’z . de = (1 — 3sin’z + 3sin!z — sin°r)d(sin«) 


' { re ase® 
— sinz — sind + 5 sin?z — 7 sin’z. 


Man kann die Uebereinstimmung der beiden Resultate in 
Gleichung (58.) und (59.) leicht nachweisen. 

Ist dagegen m eine gerade Zahl und positiv, so ist man 
auf die in Gleichung (52.) enthaltene Recursionsformel angewiesen. 
Dabei findet man ähnlich wie in Gleichung (57.) 

(6.0.)° 1C0s27 2. d2 = Si 5 cos" Ir + er CO 7 
(2% — 1) (2n — 3) 
2n . (2n — 2)(2n — EN 
(nr — 1) (2n — 3). 3 
2n(2n — 2) (2n — ar 2 
(22 — 1) (22 — 3). 5 z 


ALT 81, x 
Onlfan Don... 4.2 


COSN—r + be A 
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Die Richtigkeit dieser Formel kann man mit Rücksicht auf 
Gleichung (52.) durch den Schluss von » auf » + 1 beweisen. 


Aufgabe 13. f > 


corz 


Auflösung. Die Gleichung (52.) bleibt auch dann noch 
richtig, wenn m eine negative Zahl ist. Setzt man z.B. 


m=——(n—)=—nH+2, 
also 
m—l=—n+1l=—(n—]), m—2=—n, 
so geht die Gleichung (52.) über in 
1) fr A sinz en: (>71) 7 de 
cos Ten 2) 082/00 


In diesem Falle ist aber das Integral auf der Zinken Seite 
der Gleichung einfacher als das auf der rechten Seite. Deshalb 


bringt man die Gleichung (61.) auf die Form 
n—1(de _ sims 1: 
n— 2 Jcos"z (na — 2) cos"-!z " Jcos"?r 


oder 
"dx sin — 

(62.) = = re 

Jasrz 7. I\n—1) we Tran hcos 

Es ist z. B. mit Rücksicht auf Formel Nr. 39 der Tabelle 

ER [m EESME N "dx 
ne Jcos’z  Acoste " 4 Jcos®z ' 
| dx sinz and 
u Soosz  Doosiz T 2 Ve | 


a Tr 

ven / ae) 

also, wenn man Gleichung (64.) mit m Gleichung (65.) mit > 
multiplieirt und die Gleichungen (63.) bis (65.) addirt, 


da sinz 3sinz Seal. T & 
66. BP un 1 ts(7 5). 
100.) codz Acostz ar 4.2 00821 4.2 | NY 
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Für z=4 erhält man 


(67.) fe __ sim® 
di costzt  3cosdr af 
sinz 2 
a 


Man wird aber, wenn » eine gerade Zahl ist, zur Berech- 
dr Rn : i 
nung von [———- zweckmässiger die Formel Nr. 50 der Tabelle 
‚c0os°z 


anwenden, nach welcher 


(68.) | = - fa + tgte)n-1. dltga) 
wird. In dem a Falle ist z. B. 
(69.) I fü + tgtr)ditge) 
== tgrX - 3 l 08% . 

Aufgabe 14. Ssinrz.de=? 

Auflösung. Setzt man 
(70.) 2a Sin ea 8 alsor 2db = sınz dr, 
so wird 
(71.) du = (m — 1)sin”—zcosedze, v = — cost, 
(72.) /sin” x .de = — sin”—1zcosz + (m — 1) /sin" 2x cos’rdr. 


Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung ist recht 
einfacher als das gesuchte Integral; beachtet man aber, dass 


Boss sin? 121507 sin? 32 608°2. — SIN7T?z-—sin”r 
ist, so geht Gleichung (72.) über in 
Ssin"z . de = — sin”-!zcosz + (m — 1) Ssin"-2z . de 


— (m — 1) /sin® z ad 


Dies giebt, wenn man das zweite Integral auf der rechten 
Seite, welches mit dem gesuchten Integral identisch ist, auf die 
linke Seite bringt und die ganze Gleichung durch » dividirt, 
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7 ik, Te 
(74.) [sn"2.de = — &: sin" "iIrcosz + jo die 


Für m = 2 geht diese Gleichung in Gleichung (45.) über. 

Das Integral auf der rechten Seite von Gleichung (74.) 
geht aus dem gesuchten hervor, indem man m mit m— 2 ver- 
tauscht, und wird daher einfacher für m>2. Es sei z. B. 
m —= 8, dann erhält man 


ud 1: IE 
(75.) fine .de = — g sin'z coSsz + «feine her 
fi Re Die 
(76.) fine .de= — = sin’z cosz + 5 sin®z . de, 
> 
x f 18% SE san 
(77.) fsintz .de= — 1 sin?r cosz + „jauz. de, 
& R 16. X 
(78.) Fsin’e dr = —,suz COS x es 
Dies giebt ähnlich wie bei. Jeos®z . dx 
1 7 TED 
79. 2 de = — 08% (5 sin’z + ERUz sin?z + BT; - 1 sin®x 
To 152 
Bert os 
In ähnlicher Weise findet man für m =7, 
EUR, J: Ar 4SSE: 
(80.) sitz. de =— use (7 si = 9: 
6... 402 
a ): 


Man wird jedoch in allen Fällen, wo m =2»r +1 eine 


ungerade Zahl ist, /sin"z.dx lieber mit Hülfe von Formel 
Nr. 43 der Tabelle, nämlich mit Hülfe der Formel 


sitz. de = — (1 — cos°z)"d(cosz) 
berechnen. Für m =1 findet man dann z. B. 
(81.) /sin’z . de = — fa — 3 c0%°x + 3 costz — cosez)d(cosz) 


3 al 
— — (082 + c08°’z — = cos?®x + 7 cos’z. 
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Wenn dagegen m eine gerade Zahl ist, so ist man auf die 
in Gleichung (74.) enthaltene Recursionsformel angewiesen. 
Dabei findet man ähnlich wie in Gleichung (79.) 


1 2n —]1 

82 2n Rn Ja 2n—1  9n—3 

( fin 2. de cos | ;, sin ir + = One Se x 
2n —1)(2Rr —3) . 
Sina? 92 Er 


2n(2n — 2) (2n — 4) 
1 (2» —1)(2n —3)...5.3 sinz]| 


2n(2n — 2) (2n — a“ ” 2 
en LEBER sa. 
2n(2n — 2) (2n —4)...4.2 
Aufgabe 15. a 
sın“z 


Auflösung. Auch Gleichung (74.) bleibt noch richtig, wenn 
m eine negative Zahl ist. Setzt man daher wieder 


m=——n —-)=-—r+2, 
also 
m—l=—r+l=—(n—]), m—2=—n, 
so geht Gleichung (74.) über in 
(83.) de ER cosz — (n—]1) de 
sin"? — (na —2)sin"Iz 2 — (n — 2),) sin®r 


Daraus folgt in ähnlicher Weise wie vorhin 


dz cosz Ze de 
ei) Fe Ten ee fe 
Es ist z. B. mit Rücksicht auf Formel Nr. 35 der Tabelle 


"dx cosz dz 
co / sine isn tl 
"dx cosz 1 (de 
GE I met ler 
k dx 
SE, Pina! Be )| 
also 


dx coSsz 3cosz 3a x 
n.) fe — 4sine 4.2sin?« T 4.2 " 6) 
5 


Kiepert, Integral - Rechnung. 
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zweckmässiger durch 


sin®z 


Ist » eine gerade Zahl, so wird fr 2: 
die Formel Nr. 51 der Tabelle, nämlich durch die Formel 


dx 
a I\m—1 
u ee Wer -f 1 ctg ) R d(ctg 2) 
ermittelt. Es ist „2. B. 


= Ben 
(9) ns = fü + cte?r)d(etgx) = — ctgx 5 eig 1 


" ande 


: JVa—ı? 
Auflösung. Die Aufgabe ist mit den vorhergehenden nahe 
verwandt, denn, setzt man 


z=asinit, also de=acostdt, V®— x =acost, 


so wird 
ardz msjnmt. acostdt _ 
a” sin a” Isin”idi. 
Ve a cost 


Die folgenden Umformungen entsprechen deshalb Zeile für 
Zeile denen in Aufgabe 14. Hier setzt man 


dx 
Ve—ar' 


dann wird nach Formel Nr. 25 der Tabelle 


(90.) ae N 


(12 du = (m — 1)a” de, v = — Va?’—2? 
’ 
02) = — "1Va—ı? + (m — ıfor-2ar Ve—r:. 
Ve: 2? 


Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung ist nicht 
einfacher als das gesuchte Integral; beachtet man aber, dass 


SET a? — 2? a ra ara 2 — gM 
Vve— = ——H also dass a=2Va—.2? = 2 — 
ist, so geht Gleichung (92.) über in 


Tas er (a?zmr 2 — z")dz 
RE | Vo? 27 a en x 
: alt 1) Va? — 2? 
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Dies giebt 


R ındr — am2dr 

Sn ge mi Ve: u! x? + (m ee Lie Eee 

Va? ad Ve: —_q2 
ardz 


— (m — 1) 


V®e_2 ri 

Das zweite Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung 
“ist mit dem gesuchten Integrale identisch. Bringt man dasselbe 
auf die linke Seite und dividirt die ganze Gleichung durch m, 
so findet man 


ardz amt ,—— \ (m—1)a® ( 2" "?dr 

on In eh ee Vaz 

In dieser Formel geht das Integral auf der rechten Seite 
der Gleichung aus dem gesuchten Integral hervor, indem man 
m mit m — 2 vertauscht. Es ist daher, wenn die ganze Zahl 
m>2 ist, einfacher als das gesuchte Integral. 

Für m=6 erhält man z. B. mit Rücksicht auf Formel 
Nr. 22 der Tabelle 


"ade 5a? [. ztdz 
94. — _ Va + 
> Ve—.? An ae Ve? ur 


(97.) et = aresin( 7.) 
2 Q 
Indem man Gleichung (95.) mit oe, Gleichung (96.) mit 


at ; Bear dr 
TELE ’ Gleichung (97.) mit TEN ARD. 


Gleichungen (94.) bis (97.) addirt, erhält man 


(98.) un a. Ve—ı? (+ eo. 2: 3, >) 


Ve—2 6.4.2 


DO IE 
er} N; 
m) 


multiplicirt und die 


5# 
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In ähnlicher Weise findet man für m =7 mit Rücksicht 
auf Formel Nr. 25 der RE 
7d. 274 4.2 6 
(99.) I: 2OR Bere 4 2 6.4022 u .4 . 2a : 
Ve— _2? 71.0.0 DT 
Man wird aber die in Be IR enthaltene Recursions- 
formel nur anwenden, wenn m eine gerade Zahl ist. Für 
ungerades m, also für m = 2n + 1 führt die Substitution 


(100.) | Ve—- =1t 
schneller zum Ziele. Es wird dann nämlich 

ar u ei De de = — tdt, 
also 


a? 


wntide PN a X 
(101.) _— -- EZ ER fe —ryrat, 


so dass man nur eine ganze rationale Function zu integriren 
hat. Es ıst z.B. | 
2X 
Ve—a 
B) 1. 
— (at — at? + 5 art? — m r) 


> fi — 3att? + 3artt — t)dt 


3 1 
El eu ae Fe #0); 
(« ee 


oder, wenn man für ? den Werth aus Gleichung (100.) einsetzt, 


x de Gadat , 6. 4atx? 
LIE 200,2 
oz I: ah REN N 
a 
a Tee 


Das in Gleichung (98.) enthaltene Resultat Kann man so- 
gleich verallgemeinern. Setzt man nämlich 


Enal=., 


er 
ron 
arena 
6.4 054023 


(Gr (Dr 
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an F 1)a’2r 
(103.) EA — Zn 3r Onln — 2) 
(22 — 1) (2R —3).. a 
una 2).004 2 


z2nti an + 1 alzın- 1 
Er = 2n +2 „1 ns 2 .2n 
au (22 + 1) (2Rr — 1)... 3a?" 
(2% + 2).2n.(2n —_-2)...4.2 
ee 


aus NETTE 
so wird 
4 a? 
Aa)=7 +7), 
b) 5a? 
etz a) 
zn (2n + 1)a? 
(106.) Gn+(2) = Pu To 20,05 om Gl), 
Era 
(107.) Cn-+H = In + 5 Ca» 


Nach Einführung dieser Bezeichnungen erhält man 


(108.) fs 77 = er aararc sin(, ) — Ver—a?. Gu(z). 


Die Riehtigkeit dieser Formel kann man durch den Schluss 
von r auf » + 1 beweisen. Es ist nämlich nach Gleichung (93.) 
für m=2n -+ 2 


de. nl Vo er + 2a? ( a’"dx 
Ve_ 2 iIn+2 2 +2 /)Ya—a2' 
oder, wenn man voraussetzt, dass Gleichung (108.) richtig ist, 
znt2dt a (2n + 1)a? 
ea IE: RR 3 an 

Var org. ;Va a oe u ) 
(2r + 1)a? 

2r +2 Ve. ne); 


also mit Rücksicht auf die Gleichungen (106.) und (107.) 
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2n+2J. Ben, 
vo u — la OT (2) V®—.ı:. Ga+il). 


Ist also die Gleichung (108.) richtig, so bleibt sie auch 
richtig, wenn man » mit a + 1 vertauscht. Aus den Gleichungen 
(94.) bis (98.) erkennt man, dass die Gleichung (108.) für2 =1, 
2 und 3 richtig ist, folglich bleibt sie auch richtig für n=4, 
5, 6,..., d. h. für alle ganzzahligen, positiven Werthe von ». 


(109.) 


Aufgabe 17. SardeV ®— a? =? 
Auflösung. Es ist 


a?” Kühn. gm+2 


Van 


(110.) Ve 


) 


folglich wird 
"ym de amt2dz 
119 andeV a — 22 — a? — ———: 
u) f Ve— —1?  /SYVa—2 
Nun erhält man aus Gleichung (93.) durch Vertauschung 
von m mit m + 2 


OR, Eau + 1)a? ( zrdx 

= Vor—ar r r z . 
Ve—ı m-+2 m-+ 2 Ve—a? 
ee man diese Gleichung von der vorigen, so ergiebt 


(112.) 


sich 


j —— an. — a (ande 
3, m] RE RE Er, 
(113 JE zV a —x rk x” + mr Von 


Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung kann 
man dann weiter durch die in Gleichung (93.) enthaltene Recur- 
sionsformel reduciren. Man findet z.B. für m = 0 mit Rück- 
sicht auf Formel Nr. 22 der Tabelle 


BI EN BEE a 2 
(114.) fü Ve— = B Ve—a: + > arcsin eo) ) 
und für m=1 mit Be auf Formel = 25 der Tabelle 


(115,) JraVa—e-7 S Vaa 


a ee 
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Auch hier wird in dem Falle, wo der Exponent m eine 
ungerade Zahl ist, die Substitution 


Ve—2=t, 2=@—2 cde=—tdt 


schneller zum Ziele führen. So ist z. B. 


DEF. 33 
freVe—a — — fe ee: 


woraus sich wieder das in Gleichung (115.) gefundene Resultat 
ergiebt. 
rd: 
Aufgabe 18. FE Se ee ? 
aryV a? — a2 
Auflösung. Gleichung (93.) bleibt auch dann noch richtig, 
wenn m eine negative Zahl ist. Setzt man z.B. 


m=—(n—2)=—n+2, 
also 
m—l=—r+1=—(n—1l), m—2=—n, 
so geht Gleichung (93.) über in 
Wade  VYa—ı — (n—1)a dx 
I 2ya— Mari! n/a ya—ar 


In dieser Gleichung ist das Integral auf der /irken Seite 
einfacher als das auf der rechten. Deshalb vertauscht man beide 
Seiten der Gleichung und findet durch Multiplication mit dem 

n— 2 


Factor (n — 1)a 


(116 FRE ER Vae—x: ee) dr 
) Ve 2 @— Year! (n—1)a) m ya 
Es ist z. B. für n=2 in Uebereinstimmung mit Formel 
Nr. 29 der Tabelle 


d. RT 
(117.) Y EBEN ea AL st 
22V @—.2? ax 
3 l. 
Auf dieses Integral kann man f—- © __ durch wieder- 


am ya? —ıx? 
holte Anwendung der gefundenen Recursionsformel immer zurück- 
führen. Dagegen gelangt man für ungerade Werthe von r» zu 
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[ N ‚ auf welches die in Gleichung (116.) enthaltene 
zy a — 2? 

Formel nicht mehr anwendbar ist, weil die rechte Seite die Form 
co— co annimmt. Man erhält aber nach Formel Nr. 28 der 
Tabelle 


6} SOsEnE 2 
118.) Ense). 
zV @—.2? q zT 


2, 
JVa?+ x 
Auflösung. Setzt man 
(119.) umzolan 1504 00 MER 
Va: + 22 
so erhält man 
(120.) du=(m— 1)ar de, v= Va? + 22, 


ardz 


(121.) as — am1 Va? + 22 — (m — 1) [ar de Va? +22. 
2. 


Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung ist 
nicht einfacher als das gesuchte Integral; beachtet man aber, dass 


2 2 2 PET; 2.m—2 m 
Vera a + x , amyalk a) — N 


Ver+ 2: Vera 


ist, SO ui Gleichung (121.) über in 


ardxt m—2 x 
122: m ee 
a2) er Vere mn) YVerz 
" ande 
—(m—]1 —— 
( ) Ve +2? 


Bringt man das zweite Integral auf der rechten Seite dieser 
Gleichung, da es mit dem gesuchten identisch ist, auf die 
linke Seite und dividirt die ganze Gleichung durch m, so 
erhält man 


Mm m—1 et er 2 m—2d, 
(123.) Er ae D2 j‚ ER 22; 
JVa?+ x? m m Ve+ 2 
Es ist z.B. für m=6 mit Rücksicht auf Formel Nr. 23 
der Tabelle 
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6 5 Er 2 4 
Be 
a tx a % 
dr = " dr 
(125.) Va ”Var- +22 — er 
z X 
a?dz Eee rar (de 
(126.) Ze Ve: + x? = —3j 
Ve: En, 2 2/) Va +22 
(127.) Pa a Ver, 
JVY®+x 
Dies giebt 
addz : 2 502?  5.30tr 
SD) I ee ee 2) 


= ER 5 x An Ve+ A 22). 
In ähnlicher Weise findet man 
ZA Vorz ag __6bata? 6.4atzr? 0.4 -): 
De la, DaDR:3 ER a. 


man wird aber, wenn m eine gerade Zahl ist, schneller zum 
Ziele kommen, indem man die Substitution 


" zldx 


(129.) 


FERRERTARE ER ade ER 
Ve+2=t 2=t a 
anwendet. So findet man z.B. 


(130.) ee = ara ft (1° — 3a?tt + 3atl? — ad)dt 
q 


f! 245 
re — + at — at. 


Die vorstehenden Formeln bleiben sämmtlich noch richtig, 
wenn man + a? mit — a? vertauscht. Dadurch findet man z. B. 
aus Gleichung (123.) 


amdr am—i 17 — 5% 1 (m go 1)a? "zm—2dr 
22 — q? 


Ver n her 


und aus den Gleichungen (126.) und (127.) 


(131.) 
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2?dz 


f NZ erw Br WERT, 
(1.32.) ee: > V® a + 5i@+ Ve a?). 


Aufgabe 20. SrdeVy@+n—? 
Auflösung. Es ist 
a?rm -— „mt? 


138. a Vyartz— u T 
(133.) Ve Va 
folglich wird 

F re nt "m ® „m-2 
(134.) andzyY a? + x — a? RER. MR ent ?da A 


Ve+2 Ver+ 22 
Nun erhält man aus Gleichung (123.) durch Vertauschung 
von m mit m + 2 
nt? rd art -——— 2 (m+1)a f zrde 
(185.) 7; = Var a mt Ne Var 
Addirt man diese ee zu der EN so ergiebt sich 
ırdx 
Se Va 
Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung kann 
man dann weiter durch die in Gleichung (123.) enthaltene 
Recursionsformel reduciren. Man findet z.B. für m=0 mit 
Rücksicht auf Formel Nr. 23 der Tabelle 


ER Re 2 RR 

(137.) [dayVy@ +2 = > Var+ 22 -+ 5 le + Ve+22), 
und für m =1 mit Rücksicht auf Formel Nr. 26 der Tabelle 
(138 YadaV+ Fo=" Vet + Vato=ı (a-+2?2)V a +22. 


Auch hier wird man in dem Falle, wo der Exponent = _ 
eine ungerade Zahl ist, besser die Substitution 


Ve+?=t 


(136.) [ardz Va? + 2? = 


benutzen. 


Durch Vertauschung von +a? mit — a? gehen die Gleichungen 
(136.) bis (138.) über in 
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ie EEE a a? andx 
m A, 2 — == 2 m SITE 
(189.) fardz Va? —a ;Vr- WE: Va 


(140) (dr Var 1 EN a a 


} EBEN. N 
(141.) [ade Ve— «= e (22 — a?)Vx?— a? 


Aufgabe 21. ie 


rei: 
f a"V a? + 22 ” 
Auflösung. Gleichung (123.) bleibt auch dann noch richtig, 
wenn m eine negative Zahl ist. Setzt man z.B. 
m=—n—-)=—n+2, 
also 
m—l=—n+l=—(n—])), m—2=—n 
so geht Gleichung (123.) über in 
er een 
ar—Ya? + 22 (n — 2)! n—2 Jz"Var + 2? 
Vertauscht man beide Seiten dieser Gleichung mit einander 


’ 


und multiplieirt mit dem Factor — ne. so erhält man 
143.) BEN RE. Ve: +2: 2 et 
ya (ri eye 


Es ist z.B. für 2=2 in Uebereinstimmung mit Formel 
Nr. 31 der Tabelle 


IREFEE 
(144.) ke=--" BL ar 
2?y a? +22 a”x 


Auf dieses Integral kann kr ——— durch wiederholte 

E + ı? 
Anwendung der in Gleichung (143.) enthaltenen Recursionsformel 
immer zurückgeführt werden. Dagegen a man in dem 


Falle, wo » eine ungerade Zahl ist, zu fr Va auf welches 


die in Gleichung (143.) enthaltene Formel nicht mehr anwendbar 
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ist, weil die rechte Seite die Form — ©c>o + co annimmt. Man 
erhält aber nach Formel Nr. 30 der Tabelle 
f. dx D ı(® Ale 

Vertauscht man + a? mit — a, so gehen die Gleichungen 
(143.) und (144.) über in 


(145.) 


(146) dz = Vr—a? n— 2 dz 
: Var — a Rear an —1)e an Var — a | 
(147) de __,Va—a? (Vergl. Formel Nr. 33 der 
JEVr—a a?z Tabelle.) 


Auf dieses Integral lässt sich durch wieder- 


dx 
am V x? — a? 
holte Anwendung der in Gleichung (146.) enthaltenen Recur- 


sionsformel immer zurückführen. Dagegen gelangt man in dem 


d 
Falle, wo » eine ungerade Zahl ist, zu Vs auf wel- 
T 


22 — a? 
ches die in Gleichung (146.) enthaltene Formel nicht mehr an- 
wendbar ist, weil die rechte Seite die Form oo — oo annimmt. 
Man erhält aber nach Formel Nr. 32 der: Tabelle 


d. > 
(148.) Be arc sin (£) 
zV. 2? —.a? a x 
S 10. 


Integration durch Einführung trigonometrischer 
Functionen. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 89 bis 91.) 


Integrale von der Form 


I @, Ve—a)de 


werden häufig durch die Substitution 
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N 


(1.) zZ asın? 

auf einfachere zurückgeführt. Es wird'dann nämlich 

(2.) de = acostdi, Va’—a? = acost, 

also 

(3.) N @, Ve —a?)de =/f(asint, acost) . acostdt, 

wobei 

(a) ane—a, au VE ie Et VER 
a a ä Ve: a — x? E 


Uebungs-Beispiele. 
dx era: 1 2 — 2? 
y f — af ng FE 
2Va—a: «sim? BE a?x 


(Vergl. Formel Nr. 29 der Tabelle.) 


" 22de 


2 u ze isnmtid= lt — Si N 
) Ver sin?! = (t— sin tcost) 


(Vergl. Formel Nr. 77 der Tabelle.) 


3) / a ch »% fr acostdt 2 ke SEN 
(b>-+ 2?)V ee (d?+ a?’sin?t)acost b?—+ a? sın?t 
Indem man Zähler und Nenner dieser Differential-Function 
durch cos?? dividirt und die bekannten Formeln 
dt 
Co 
beachtet, findet man 


dx rate 
2 Sera Fre Se 


Setzt man jetzt 


BE Y 
tg‘), = uk 


b? 
(6.) Inn, age 


so erhält man mit Rücksicht auf Formel Nr. 21 der Tabelle 


78 $ 10. Einführung trigonometrischer Functionen. 


dt ‚1 dz ES er, t 
Ss” snfarr” 7, +5? ce % s(£)) 


oder 


7) 7 da en Ba r Ei) 
(+ 22) Va? — 22 = 8 -- BVa—.2? 


Bei Integralen von der Form 


Sf, Ve+ - 2)de 


kann man häufig die Substitution 


(8.) | z= algi 
mit gutem Erfolge anwenden. Man erhält dabei 
adt _— a 
ar 2 2 er 

9.) et er: ka cost’ 
also 

. Verman2 Ta aan 
(10.) fe, 127 + 2")da IF (a 107 m 
wobei 

- L a 

(11) sinz en tgt ee dgt=—- 


Uebungs- Beispiele. # 
1) I z’dz -[/ a’sindt. adt. cost EN f sin3? dt 
Ve:- +22 cos3t . cost. a Er TCHST 
oder, wenn man 
cost=z, also sind = —dz 


setzt, 


(12.) es en = ef I — fe — 2) 
ee 


Indem man schliesslich noch 


a 
2 = cos? en en 
Ve? +7? 
Setzt, findet man 
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(13.) 


Bde de + 22)3 38V @ =) 
JVa+ 22 en a 
== 3 EN SR, (22 nn 2a?) ® 


0 dx __ 1 fadt.cos!t.cost _ 1 (cos?tdt 
a4Va? gar), coat. sinkt ar at) "sin 


1 1 1 ? 
m ler sin?? eu) 


1 1 1: 
= (- 3sin?? n7 ei) 


Nun ist 
(14 ) sin? = BR IeN. ) ey == Kar ® . 
; Ve+2 Sit x 
folglich wird 
(15) GE ( (Va? -+ =2)3 Ai Ve+2? ) 
Ve. +2 ai 32° ® 


Ve+z 
Be (22° — a?). 
adt. cos?! 


2 Serra fe 
Sa +)Ve+2 /(VYa+z) J cost.a 


= „feostat = a nn. 
a a?VYa? + x? 
N f de £ a adt . cost 
(6?+22)Va? +22 ) c0s’t(6° + a*tg?t). ı 
costdt costdt 
b2 cos?! + a? sint Wa TE + (a? — b2) sin? Wa 


Auf dieses Integral kann man die in Formel Nr. 40 der 
Tabelle angegebene Regel anwenden, indem man 
(16.) sinze— 2, also costadt— dz 
setzt. Dies giebt, wenn man die Grösse + ec? durch die 
Gleichung 
(17.) 52 — + (a? — 52)\c? 
erklärt, 
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18 5 Ir IR ee ZEN A dz 
u +22)Va? + 2? -/n + — I)? a — fa + 

Gilt das odere Zeichen, ist also a >?, so erhält man nach 
Formel Nr. 21 der Tabelle 


19 [- 2 a > u i arctg(”) 
(b? + 2?) Ve+ 2 a—-D c 
zV a? — b2 
= VER a en L =)" 
Gilt das untere Zeichen , ist ® a? <5?, so erhält man 
nach Formel Nr. 59 der Tabelle 


(20.) k dx Marz ee 
i [GHV a —b 2 \. + “) 
Re No (Ve aan 
ByP a \VEz a en 
Bei Integralen von der Form 
Se, VE—ar)de 


kann man häufig die Substitution 


[47 
cost 
mit gutem Erfolge anwenden. Dabei wird a 


(21.) DI 


— a’ = || — — a =algt, 


__ asintdt ee a? 
22 — 2 — q? 
22.) et Ve cos? ? 
also 
ae: asin?tdt 
23. 3 dd — et): 
Er fe, a Mr et cost " 
wobei 
Ser 
| Vz BA ie, 
An An 
(24.) 


Va MR: 
| ee ı Se 
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Uebungs-Beispiele. 
dr asintdt.costt.coste 1/f 
1) a ee / > 4 - = ‚feos” dt 
z4V 2? — a? cos. a*. asınt a 


sin?/ 


= zf& — sin’!)d(sint) = „(sn a) 


(25) f a ee e: rn Vera) 28; 


Va? — u? x 
_ Vena 
“ (2a? + .a?). 
2) die fl de asintdt . cos?t 
S (2? — ) Ve— 7 (Va? — Fr cos?t . a? sin?t 
_ tfestd 1 
— a) sine °  a’sint' 
also 
| r 1 £ 
(22 — a2)V x? — a? a?y x? — a? 


3) f; dx ze asintdt. cost 
2 2 PT 2 RE 
(+0) Ya? —a cos E @°). asin! 
cos?Z 


Es _ 1 fd(sin?) 


 a@/1+cost a2)2 — sin’ 


Auf’ dieses Integral kann man wieder die in Formel Nr. 40 
der Tabelle angegebene Regel anwenden, indem man 


sinz—=2 


setzt; dann wird mit Rücksicht auf Formel Nr. 59 der 
Tabelle | 


Kiepert, Integral - Rechnung. 6 
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Von 
(2 + a?)Va? — Pr; 


oder, da 


ist, 


jr dx 
2 . ee ae ee een dh, 
si Le +0) VYx?— a? 


z-VN 


EL ae 


z —_sint= 


— 


1 V®?—a +2Y2 
—] Zu en =) = 
20y2 \VY®—- a —xYV2 


Anwendungen der Integral-hechnung. 


"II. Abschnitt. 


Quadratur der Curven. 


SA 
Quadratur der Curven bei Anwendung rechtwinkliger 
Coordinaten. 
Nach Formel Nr. 4 der Tabelle ist der Flächeninhalt einer 

ebenen Figur, welche begrenzt wird 

1) von der Curve y= y(z), 

2) von der X-Axe, 

3) von den beiden Ordinaten z=a undx=Öb, 
gleich 


(1) F=/f(@)de = (So), =) (A), 


wobei f‘(z) = y(z) sein soll. 

Die Berechnung des Flächeninhaltes von solchen ebenen 
Figuren nennt man: „Quadratur der Curven“. Man kann die 
dafür angegebene Formel sofort zur Lösung der folgenden Auf- 
gaben benutzen. 

Aufgabe 1. Es sei eine Curve durch die Gleichung 
(2.) Su 2 
gegeben (Fig. 12); man soll die Fläche A,45DB, berechnen, 
welche durch die beiden Ordinaten 

ae ar; 
begrenzt wird. 
6* 
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Auflösung. Nach Gleichung (1.) wird 

Fig. 12. 7 
y 5 Gab „fe = Sr FAR 

2 
— 2 (78 an 23) 
| 3843 —8 335 

= error 

14 Aufgabe 2. Die Gleichung 
ne Fr x einer Parabel OP (Fig. 13) sei 

(4.) y =2pe, oder y = V2px; 

man soll den Flächeninhalt der Figur OQP berechnen. 


Auflösung. Da in diesem Falle der Punkt O die Abscisse 0 
und der Punkt P die Abscisse OQ gleich x hat, so erhält man 
nach Gleichung (1.) 


Fig. 13. (5.) F=/ydı N NeH,,, .dz 
0 0 
RER 
0 


= Y2p| „=! | = Vom; 
0 


x. oder f 
a 

(6.) He 

In diesem Resultate ist der Satz enthalten: 

Die von der Parabel OP, der X-Aze und einer beliebigen 
Ordinate QP begrenzte ebene Figur verhält sich zur Fläche des 
Rechtecks OQPR mit den Seiten OQ—=x und QP=y wie 2:3. 

Aufgabe 3. Die Gleichung einer Parabel (Fig. 14) sei 
(73 2?=9, oder y=3Ve; 
man soll die Fläche A, ABB, berechnen, wenn 

0A=4, OB=3 
ist. 
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Auflösung. Nach Gleichung (1.) wird in diesem Falle 


25 251 Fig. 14. 
(8.) F= /ydı = 3/2? dr 5 
4 4 Bas 
25 25 | u 
2 3 4 ER 
= [32°] — 2| 2 Vz| ’ | Pe 
3 = 
4 4 i y.\ 
also . 
(9) F= 2(125 — 8) = 234. | 2 Nr 
0| 4; B, 


Aufgabe 4. In einer Ellipse mit der Gleichung 


(10.) b?2r? + a?y? Pe a?b? — 0, 
oder 

er 
(10a.) y-+ Va: 


sind die Ordinaten Q,Pı und Q?, gezogen (Fig. 15); man soll 
den Flächeninhalt der Figur Q, P,P2Q> berechnen. 


Auflösung. Aus Glei- Fig. 15. 
chung (10a.) folgt, da man 
nur das obere Vorzeichen zu 
beachten braucht, 


x 


folglich wird nach Formel Nr. 80 der Tabelle und mit Rück- 
sicht auf Gleichung (10a.) 


*) In gleicher Weise wie bei den geometrischen Anwendungen der 
Differential-Rechnung sollen auch hier die Coordinaten eines Curven- 
punktes P immer x und y, die eines Curvenpunktes P, immer x, und 1, 
allgemein die eines Öurvenpüunktes Pn immer xn und m heissen. 
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bein] 
= 44 5 arcsin(”)| 5 


= 


BL Er S 
(12.) F= |; Va—ıx +5 ars] 


oder 
i ab es I REN | 
een) Ye 5 (zeyg — zıyı) + G% [are sın (2) — aesin()) . 
Es sei z.B. 
vw Dura leere, 
also 
A 4 ER 
= v0 —1= 3V 35, p= 5/36 — 25 — ya, 
dann wird 
l. Fre ey 2,778 uf: 
fe= ;GV11 — YV35) + 12| aresin 5) resin (‚)| - 
Nun ist 2 ut 
5Yıl = Y275 = 16,583 123 


V35 = 5,916 080 
5y 11 — V35 = 10,667 043, 


- (5VY11 — V35)= 3,555 681 


12 arcsin(5)= 11,821 327 


12 arc sn(z) UNI BUR 
F= 13,367 631. 
Aufgabe 4a. Man soll die ganze Fläche der Zilipse mit 
den Halbaxen «a und 5 berechnen (Fig. 15). 


Auflösung, Man erhält den Quadranten der Ellipse, wenn 
man in der vorhergehenden Aufeabe 
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Ze leıind 72, =, 
also 

aund a. 
setzt. Dies giebt 


(14.) F=* aresini= 2.7, 
folglich wird der Flächeninhalt der ganzen Ellipse 
(15.) E—WHR= abrık 
Aufgabe 5. In einer ZZyperbel mit der Gleichung 
(16.) b?2? — a?y? —= a20?, | 
oder Fig. 16. 
(16a.) y= + yaiar, DU Y BT 
sind die Ordinaten QıP:ı IR Bari 
und QP, gezogen (Fig ar / | 
16); man soll den Flächen- \ / | 
inhalt der FieurQ, PL PQs, 7 0 A ar 
berechnen. N 
Auflösung. Aus Glei- \ 
chung (16a.) folgt, da 2 IS 


man nur das obere Vorzeichen zu berücksichtigen braucht, 
2 RT 
EZ.) F= yde = de Ve? — a’. 
7 x 


Deshalb wird nach Formel Nr. 86a der Tabelle 


% 


(18.) =213 Vr— a Ele +V x? — a?) | 


7 


oder mit Rücksicht auf Gleichung or 
(19.) F= U Se “nl, 


‚(ba + ayı\, 
ie + ayı 


1 
= 5, ya — zıyı) — 
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—. aus | (2 + =) — (2: + ”) 


Dabei ist 1 za 2 


entstanden. 

Für den besonderen Fall, wo zı gleich a und x, gleich x 
ist, wo also die gesuchte Fläche AQP im Scheitel der Hyperbel 
beginnt, wird 


(20.) F=-Y 1 + 2) 


Aufgabe 6. Die gleichseitige Hyperbel ist durch die Glei- 
Fig. 17. chung 


2 


1 
(21.), 2) =L, Folder = 


gegeben; man soll den Flächen- 
inhalt der Figur QıP, P;Q> be- 
rechnen (Fig. 17). 

Auflösung. Aus Gleichung 
„(@l. folgt nach Formel Nr. 12 
X der Tabelle 


also fr 
(22.) Re 1(2)- 
74 
Setzt man x; gleich 1 und &, gleich x, so erhält man 
(23.) 2, 


so dass der Flächeninhalt der ebenen Figur A,APQ, in welcher 
OA, gleich 1 sein möge, die geometrische Deutung für die 
Function 1x giebt. | 


Aufgabe 7. Die veraligemeinerte Parabel ist durch die 
Gleichung 


(24.) a gr UHR y2p 2” 
gegeben; man soll den Flächeninhalt der ebenen Figur Qı PıP>Q: 
berechnen (Fig. 18). 
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Auflösung. Aus Gleichung (24.) folgt nach Formel Nr. 9 


der Tabelle 
Fig. 18. 


X %; 
. m 
&ı 2% Fl | 
m+n 


(26.) F= el, = rn (z2ya — zıYı). 

Für den besonderen Fall, wo zı gleich O0 und z> gleich x 
ist, wo also die Figur im Scheitel O beginnt, wird 
ny N 
m+n m+n 

Dies giebt den Satz: Die von der Parabel OP, der X-Are 
und einer beliebigen Ordinate QP begrenzte Figur OQP verhält 
sich zu dem Rechtecke OQPR mit den Seiten OQ gleich x und 
QP gleich y wien zum-+n. 

Aufgabe 8. Die verallgemeinerte Hyperbel ist durch die 
Gleichung 


27.) VESZTONON ARE 


OQPR. 


m 


(28.) my" —=2p, oder y-Y2p.z " 
gegeben; man soll den Flächeninhalt der ebenen Figur QPı PQs 
(Fig. 19 und 20) berechnen. 


Fig. 19, Fig. 20. 
Y \ 
\ 
\ 
\ 
Ne 
| > 
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Auflösung. Es darf hier vorausgesetzt werden, dass die 
positiven ganzen Zahlen m und » von einander verschieden 
sind, weil der Fall, wo m gleich », bereits durch Aufgabe 6 
erledigt ist. Unter dieser Voraussetzung folgt aus Gleichung 
(28.) nach Formel Nr. 9 der Tabelle 


29, Ba 


N — mM 
2 x &ı 
_nYV2p(, N—m _ 
— . 
nt m 
oder mit Rücksicht auf Gleichung (28.) 
m_ "2 
n N %z 
30. = —— Le — ' 
euM, n— m ne V2p. z j Nn— m ey], 


1 
n(Xya — Fıyı) 
ö EV 
Bei dieser Aufgabe tritt ein bemerkenswerther Umstand 
ein, von dem später noch ausführlicher die Rede sein wird, wenn 
sich die Ordinate Q,?; der Y-Axe immer mehr nähert, wenn 
also 


limz; = 0 
wird. Die Y-Axe ist nämlich eine Asymptote der Curve, so 
dass sich in diesem Grenzfalle der Flächenstreifen in der Rich- 
tung der Y-Axe bis in's Unendliche erstreckt. Damit ist aber 
noch nicht gesagt, dass dann auch der Flächeninhalt der Figur 
unendlich gross wird; es wird sich vielmehr ergeben, dass der- 
selbe einen endlichen Werth erhält, wenn 2 >m ist (Fig. 19). 


Dann wird nämlich in Gleichung (29.) der Exponent u 


positiv, und deshalb 


Nn—m 

(31.) Imae =0r 

%=0 
so dass Gleichung (29.) in 

, m 
52 3 9 

(32.) VD „m _ ade 

N —M Nn— mM 


übergeht. 
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£ . uz—mMV . 
Ist dagegen n<m (Fig. 20), so wird ——-— negativ, SO 
Nr 


dass man Gleichung (29.) besser auf die Form 


(33.) PVP ( ! ] 


Ir m—n mn mn 


7 
7 x 


bringen wird. Jetzt ist 


M—N 


(34.) | im = —=U0, 
=0 
also 
(35.) im E>== co, 
2 =0 


Eine ähnliche Betrachtung stellt sich ein, wenn man x2 in’s 
Unbegrenzte wachsen lässt. Dann erstreckt sich der Flächen- 
streifen in der Richtung der X-Axe bis in’s Unendliche, und 
man erhält in dem ersten Falle, wo 


N—m 


DV D 77 
n>m, — u alımar E00 
[ . nn 
ist, aus Gleichung (29.) 
(36.) mes 08 


%,=00 
In dem zweiten Falle, wo 


an b 1 
lm 


n<m, a N N) 
& re an: 
72 
ist, findet man aus Gleichung (33.) 
Wars! 
(37.) lim f = ny2p, er. 
ER mn, PZU mn 


n 
7 


Bei der in Aufgabe 6 behandelten gewöhnlichen gleich- 
seitigen Hyperbel wird der Flächeninhalt der Figur unendlich 
gross, wenn die Ordinate Q,P, mit der Y-Axe zusammenfällt, 
und ebenso auch, wenn die Ordinate Q?; in’s Unendliche rückt, 
weil in Gleichung (22.) 

limlz, =— © und limIa = &. 


a=0 2u=00 


92 s 11. Quadratur der Curven bei rechtwinkligen Coordinaten. 


Aufgabe 9. Die Kettenlinve ist durch die Gleichung 


(88.) ve +. *) 


gegeben; man soll den Flächeninhalt der Figur Q,PPQs 


(Fig. 21) berechnen. 
Auflösung. Aus Gleichung (38.) 


folgt nach Formel Nr. 11 der 
Tabelle 


KIomDT 


%g 


(39.) I yd 
7 
BEZ _E 
= 3 fler+e *)ae 
rate Nee 
0 0, Q2 =5|e"—. | 2 


Nun ergiebt sich aber, wie auf Seite 353 und 354 der 
D.-R. gezeigt wurde, aus ng (38.) 


(40, le) 


wobei das obere oder das untere Vorzeichen gilt, jenachdem x 
positiv oder negativ ist. Sind also zı und beide positiv, so 
geht Gleichung (39.) über in 


41)  Fzalyp—a] = Ya — Yyr—a), 


Wäre zı EB so würde man erhalten 


(42.) = a(Yy?— a + Yy2— a). 

Wird es 0 und = gleich z (Fig. 22), so ist der 
Flächeninhalt der Figur OAPQ gleich 
(43.) tr y— a? 
und lässt sich auch sehr leicht als Rechteck darstellen. Be- 
schreibt man nämlich um den Punkt A mit dem Halbmesser y 
einen Kreisbogen, welcher die X-Axe im Punkte B schneidet, so 
ist nach dem pythagoräischen Lehrsatze 
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TEE 3; Fig.’ 22. 
(44) OB=Yy—a,, Ei 


also Rechteck \ Y Ä 
OACB = aYy? — a. | 
p 


Daraus erkennt man auch, | 
wie man die Figur QıPıP>Qs> n 
(Fig. 21) in ein Rechteck ver- 


wandeln kann, bei dem wieder De 204 ! 
0A=a die eine Seite und A 

a S_ 
Vy?—.a? — Yy? — a? die andere # z we 


Ä | 
Seite ist. 7) 0a 7B 


Aufgabe 10. Die C'yAlorde ist durch die Gleichungen 
(45.) z= alt — sind), y= all — cost) 
gegeben; man soll den Flächeninhalt der Figur berechnen, welche 
von einem ganzen Bogen OHA der Cykloide und von der 
X-Axe begrenzt wird (Fig. 23). 


Fig. 23. 


Br; 


0 


Auflösung. Sind x und y als Functionen einer dritten Ver- 
änderlichen 2 gegeben, so wird es bei der Quadratur der Curven 
(und ebenso bei den übrigen Anwendungen der Integral-Rech- 
nung auf die Geometrie) im Allgemeinen zweckmässig sein, 
diese Grösse 2 als neue Integrations-Veränderliche einzuführen. 
In der vorliegenden Aufgabe bildet man daher zunächst 
(46.) de = ul — cosi)dt, 
also, da OA gleich dem Umfange 2arr des rollenden Kreises ist, 


2art (2are) 


(47.) F= /ydı = af — cost) (1 — cost)dt. 
0 0) 
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Bei Einführung einer neuen Integrations-Veränderlichen 
muss man sorgfältig darauf achten, dass dabei auch andere 
Integrations- Grenzen einzuführen sind. Deshalb sind auch in 
Gleichung (47.) bei dem letzten Integral die Grenzen in Klam- 
mern eingeschlossen, um dadurch anzudeuten, dass sich dieselben 
noch auf die ursprüngliche Integrations -Veränderliche x beziehen, 
und dass man dafür die entsprechenden Werthe von ? nachträg- 
lich einsetzen soll. Nun ist 

2 — 0 ETUra El 08 
nn an: 


folglich geht Gleichung (47.) über in 

(48.) A af — 2c08t + cos?i)dt. 

Nach den Formeln Nr. 10, 13 und 68 der Tabelle ist 
| Jut=t,  Jeostdt = sint, 


| Scos?tdt = tsinzcos? + 4t, 
so dass man erhält 


(49.) 


(50.) F= a?lt — 2sint + 4sintcost + 4] 
a? R 277 
Se [32 — sin2(4 — cost)] = 3a’. 
0 


Die Fläche eines Kreises mit dem Halbmesser «a ist be- 
kanntlich gleich a’rr, folglich ist nach Gleichung (50.) die von 
der Cykloide und der X-Axe begrenzte Fläche dreimal so gross 


wie die Fläche des erzeugenden Kreises (Fig. 23). 
Fig. 24. 


Aufgabe 11. Die Astrorde sei 
durch die Gleichungen 
(51) 2 — 0684. y— asın. 
gegeben (Fig. 24); man soll die 
von ihr eingeschlossene Fläche 
berechnen. 

Auflösung. Um zunächst den 
Flächeninhalt des Quadranten 
OBA zu berechnen, muss man in 
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der allgemeinen Formel für x die Grenzen 0 und «a einsetzen. 
Da nun 
N en 


=, t= 


wird, so sind — und 0 die entsprechenden Grenzen bei Ein- 


2 
führung der Integrations-Veränderlichen £. Deshalb erhält man 
(52.) dx = — 3acos’tsintdt, 
a 0 
(53.) F= /Jyde = — 3a2/sin?t . Cos°?7sintdt 
0 = 


2 


7t 
— + 3a? Ssintt cos? dt. 
0 


Zur Ermittelung des unbestimmten Integrals von sin* cos?! dt 
beachte man zunächst, dass 


(54.) /sinttcos?tdt = /sintt dt — /sinst dt 


ist, und bilde nach Formel Nr. 69 und 73 der Tabelle die 
Gleichungen 


(55.) Ssinstdt = — 4sindtcost + 3 /sinttdt, 
(56.) Ssintidt = — 4sin?tcost + 3 /sin?idt, 
(57.) Ssin:tdt = — 4sinteost + it. 


Indem man Gleichung (55.) mit —1, Gleichung (56.) mit 
+ 4, Gleichung (57.) mit + 4 multiplieirt und dann alle drei 
Gleichungen addirt, findet man 


(58.) fin dt — rin U 2 sind? cost — n sin3? cos ? 
er, I 
— t+—t; 
gg sintcost + 27 


folglich ist 
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a? 


7T 


[cost (8sin?: — 2sin?! — 3sin?) + 3 {, 


Der Flächeninhalt der ganzen Astroide ist daher 


(60.) 


Dies giebt den Satz: 


ns Sarır 
92 
3a? IE 
et 
: 8 


Der Flächeninhalt der Astroide ver- 


hält sich zu dem Flächeninhalte des umschriebenen Kreises wie 


BES: 


Aufgabe 12. 


Gleichungen 


Fi2.95. 


ee 
7 


'b 


Die COtssoide des Diokles ist durch die 


sın3 
(Bine 2a ey 2a 3 
gegeben (D.-R., Seite 384); man soll 
den Flächeninhalt der Fieur OQP 
(Fig. 25) berechnen. 

Auflösung. Aus den Gleichungen 
(61.) folgt 

RZ ie ei: 


t=20 ,„ y=- 


on 


(62.) de = 4asinp Ccospdy, 
oder 


% p 
(63.) F=/ydr = 8a: /sin!y dg, 
0 0 


folglich wird nach Formel Nr. 74 der 
Tabelle, wenn man » gleich 2 setzt, 


2. 


128 
(64.) F= 8a? = COS SG sin?p 


— a?[3p — cos y(2sin’®p + 3singy)]. 
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Da die Gerade AB eine Asymptote der Curve ist, so er- 
streckt sich der Flächenstreifen bis in’s Unendliche, wenn die 
Ordinate QP der Asymptote immer näher rückt und schliesslich 
mit ihr zusammenfällt, wenn also 


(65.) limz=2a, oder limg — n 


wird. Der Flächeninhalt der Figur bleibt aber endlich, da man 
aus Gleichung (64.) 

292 
(66.) Hungen ee 


V= 3 n 
erhält. Die Curve liegt zur X-Axe symmetrisch; deshalb wird 
der Flächeninhalt der Figur, welche von der ganzen Cissoide 
und der Asymptote begrenzt ist, gleich 


San. 
Aufgabe 13. Es ist die Gleichung 
(67.) en n (2? — 92? + 232 — 15) 
b 


gegeben: man soll. Yydı berechnen. 


Auflösung. Nach Formel Nr. 9 der Tabelle wird 


b b 
ß al 
(68.) F= yda = fe — 92°? + 232 — 15)de 


b 
— 152 | 


[0 


1 
= „(bt — 128° + 465? — 605 — at + 120° — 460? + 600). 


arz x 
— rer 3 4 


Will man sich über die Bedeutung dieses Resultates Rechen- 
schaft geben, so muss man beachten, dass die der Gleichung 
(67.), oder der Gleichung 


(672.) ys@—-1)@—3)@—) 
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Fig. 26. entsprechende Curve die X- 
Axe in den Punkten A, B, C 
mit den Abseissen 


OA=TI DEE 3 


OC=5 
schneidet. Setzt man daher 
a A b = 1: 


so erhält man 


+1 
(69.) DAAD =/Jydz 


UN essen 


v m Aa 
| Be 


/ Der Ausdruck ist nega- 
tiv, weil die Figur D,AD 


unterhalb der X-Axe liegt. 
Ferner wird der Flächen- 
inhalt der Figur 
+3 
1 {lt 
= ae Ze 2 =) 
(70.) AHB ydı 16 | 9 + 25) 5 


a) 4 
und zwar ist dieser Ausdruck positiv, weil die Figur AHB 
oberhalb der X-Axe liegt. Indem man «a gleich 3 und 2 gleich 
5 setzt, findet man den Flächeninhalt der Figur 
5 


1 1 
(71.) BT=ya=., -B+9)=—;' 
3 
und zwar ist dieser Ausdruck wieder negativ, weil die Figur 
unterhalb der X-Axe liegt. Endlich ist der Flächeninhalt der 


Figur 


7 
(72.) CEE, = (ydr= „(119 +) = +3. 
5 
Dieser Ausdruck ist positiv, weil die Figur oberhalb der 
X-Axe liest. Demnach ist 


$ 12. Quadratur der Curven bei schiefwinkligen Coordinaten. 99 


+7 
r7e& \ Ze ar ne zer 9 
(73.) var = (119 — 416) = Dr 


und kann geometrisch gedeutet werden durch die Summe der 
Figuren 
eat ne DBIC=Und CHE,, 
wobei aber die erste und dritte mit »egativem, die zweite und 
vierte mit posetivem Vorzeichen zu nehmen sind. | 

Dies giebt in Uebereinstimmung mit der auf Seite 15 aus- 
geführten Untersuchung den Satz: Wenn man den Flächeninhalt 
einer ebenen Figur zwischen einer Curve y=f(x), der Abscissen- 
Axe und zwei beliebigen Ordinaten durch Integration berechnet, 
so sind die Flächenstücke über der Abscissen-Axe mit positivem, 
und die Flüchenstücke unter der Abscissen-Äre mit negativem 
Vorzeichen berücksichtigt. 


E19. 
Quadratur der Curven bei Anwendung schiefwinkliger 
Coordinaten, 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 92.) 

Ist die Gleichung einer Curve für schiefwinklige Coordinaten 

gegeben, und bezeichnet man den Winkel,; welchen die’ positiven 
Richtungen der Coordinaten- Fig. 27. 
Axen mit einander bilden, durch 
y, so wird der Flächeninhalt 
eines Streifens QPPıQı (Fig. 
27), wenn man ihn unter Ver- 
nachlässigung der unendlich 
kleinen Grössen höherer Ord- 
nung als Parallelogramm be- 
trachtet, 


(1.) QPP;.Q: —= yde .siny, 
also 

b 
(2.) A,ABB, = siny/yd. 


T* 
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Uebungs- Aufgaben. 
Aufgabe 1. Die Gleichung 


1 

(3.) y=2pxz, oder y=Y2p.x” 

stellt auch für schiefwinklige Coordinaten eine Parabel dar, 
wobei die Y-Axe eine beliebige Tangente ist, und die X-Axe 

durch den Berührungspunkt 

parallel zur Axe der Parabel läuft 
—" (Fig. 28); man soll den Flächen- 
inhalt der Figur OQP berechnen. 


Auflösung. Hier ist nach 
Gleichung (2.) 


N 
rd.) Dasitgz Vanfz dx 


= 


a 


—- [9r? 
= siny. V2p| 5 | 


0 


2EUR 
— able 
3 Y 


Der Flächeninhalt des Paralleloeramms OQPR ist gleich 
zysiny, folglich bleibt der auf Seite S4 angeführte Satz auch 
in diesem Falle noch richtig. . 


De Aufgabe 2. Macht man in 
der Ellipse zwei conjugirte Durch- 
messer, deren Länge 2r und 2s 
sein möge, zu Coordinaten-Axen, 
so hat die Ellipse (Fig. 29) die 
Gleichung 


man soll den Flächeninhalt der Ellipse berechnen. 
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Auflösung. Hier ist nach Gleichung (2.) mit Rücksicht auf 
Formel Nr. 80 der Tabelle 


5 Li: 

5 45, nf, 7 5 

Pe asiny yds — gl: Vr’— 2? 
EL 


0 


r 


4s.siny[fz,—— , Tr? rer 
—, ed Syr= ZH = dlb sin(“ ) 
2 2 2 


AR 
0 


oder 
(6.) Kmsneny. 

Da der Flächeninhalt der Ellipse mit den Halbaxen « und 
b, wie schon in Aufgabe 4a des vorhergehenden Paragraphen 
gezeigt wurde, gleich abr ist, so folgt hieraus die wichtige 
Formel 
Kr) rs.siny = ab. 


Aufgabe 3. Die Gleichung einer Hyperbel ist, wenn man 
die Asymptoten zu Coordinaten-Axen macht, 
(8.) le Ne 5: s & ; 
man soll den Flächeninhalt der ebenen Figur Q, PıPQs (Fig. 30) 
berechnen. 

Auflösung. Aus Gleichung (2.) folgt im diesem Falle mit 
Rücksicht auf. Formel Nr. 12 | 
der Tabelle a Mer pe: 


Hein ‚f ydz 


2 


U, 
_ e?siny (dx 
Z u E 


er „eshr (r )- 
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8 13. 
3 
Quadratur von Figuren, welche oben und unten durch 


eine Curve begrenzt sind, 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 93.) 


Eine Figur sei oben begrenzt durch die Curve (Fig. 31) 


(1.) Y=J(e), 
unten durch die Curve 
(2.) y"= 8); 
Fig. 31. links und rechts durch die Or- 
= P'p! dinaten AA‘ und B“B' mit 


den Gleichungen 

(BA a ander 
Man kann dann den Flächen- 

inhalt der Figur 4”A'B'B“ 

berechnen, indem man zuerst 

den Flächeninhalt der Figur 


b 
(4) AA'B'B =/y'de 


berechnet und davon den Flächeninhalt der Figur 


ri 


b 
(5.) AA'B"B =/y''de 


abzieht. Dadurch erhält man 


) 


b b 
(6.) F= A"A'B pP" — /y'de—/y'de — /(y' — y')dx. 


[d 


Dasselbe Resultat findet man auch, indem man durch zwei 
benachbarte Punkte @ und Q, der X-Axe Parallele zur Y-Axe 
legt, welche die beiden Curven bezw. in den Punkten ?‘ P\ 
und P‘, P“, treffen. Den Streifen P’P'P,'P,‘‘ darf man unter 
Vernachlässigung von unendlich kleinen Grössen höherer Ord- 
nung als ein Rechteck mit den Seiten 


PAPA ya oe 
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betrachten, wenn QQı, verschwindend klein wird. Dadurch er- 
hält man für den Flächeninhalt des Streifens 


PFpp" pH pen (y‘ ade; y')de, 


so dass die Summe aller dieser Streifen, nämlich 


b 
F=/(y — y')dz, 
den Flächeninhalt der ganzen Figur A“A'B'b“ giebt. 


Dabei ist zunächst stillschweigend die Voraussetzung gemacht 
worden, dass die Curvenbögen 4'B’ und 4B“ beide über der 
X-Axe liegen. Das Resultat Fig. 39. 
bleibt aber auch dann noch 
richtig, wenn diese Voraus- 
setzung nicht erfüllt ist. Liegt 
z. B. der eine Bogen 4”B“ 
unter der X-Axe (Fig. 32), so 


hat, wie .schon früher hervor- 
b 


gehoben wurde, /y“de einen 
u 


negativen Werth, so dass 


b b b 
Syde — y''d — /(y' — y'')dx 


die Summe der beiden Flächenstücke AA’B’B und A’ABB“ 
giebt. 


In ähnlicher Weise kann man zeigen, dass Gleichung (6.) 
noch richtig bleibt, wenn deide Curvenbögen A'B‘ und Ab“ 
unter der X-Axe liegen, und schliesslich auch, wenn die X-Axe 
von den Begrenzungscurven geschnitten wird. Den letzten Fall 
kann man dadurch auf die vorhergehenden Fälle zurückführen, 
dass man die Figur in mehrere Theile zerlegt, indem man durch 
die Schnittpunkte der beiden Curven mit der X-Axe Parallele 
zu der Y-Axe zieht. Für jeden einzelnen Theil gelten dann 
die früheren Voraussetzungen. 
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Uebungs - Aufgaben. 
Aufgabe I. Von einer Parabel mit der Gleichung 
a 
(7%) y”=2pa, oder y==+YV2p.e? 
ie ee, ist durch die Sehne OP, (Fig. 33) 


das Segment über O P, abgesehnitten; 
man soll den Flächeninhalt dieses 
Seementes berechnen. 

Auflösung. Die Gleichungen der 
beiden begrenzenden Curven sind in 
diesem Falle 


su al 
x (8) y=Y2p.2” und = 
1 


folglich erhält man nach Gleichung (6.) 


1 4, 2 1 
ch) F= I(y' — y'')de = (Ver E —Y2)de 
1 
0 ö 


oder 
(10.) N, 


Das Segment über OP, ist also dreimal kleiner als das zu- 
gehörige Dreieck OQ,P:. 

Dasselbe Resultat ergiebt sich, wenn man von der Fläche 
OQ,P;, deren Inhalt nach Aufgabe 2 in $ 11 gleich Zzıyı 
ist, den Flächeninhalt des Dreiecks OQ,Pı, nämlich 4zıyı, 
abzieht. 


Aufgabe 2. Von der Parabel mit der Gleichung 
1 


(11.) „2 =2pe, oder y = + Y2p.x? 
ist durch eine Gerade P‘,P, mit der Gleichung 
(12.) y'—=mzc-+ w 
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ein Segment POP; ab- Fig. 34. 
geschnitten (Fig. 34); man 
soll den Flächeninhalt des 
Segmentes berechnen. 


Auflösung. In dem 
vorliegenden Falle, wo 
der Punkt PP’, unter der 
X-Axe liegen möge, muss 
man die Figur durch die 
(Gerade P', P,, welche der 
Y-Axe parallel ist, in 
zwei Theile zerlegen und 
erhält 


P2 


#1 = a 
(13.) DAOR, = fayide — 2Y2p |2? de = = 
. 2 


0 


% 


T, RR 1 
Ener D PD — fv — y')dz = (Ver 2° — mz — u)de 


© 7] 


3 
3: mx? 


2) 


2 EEE 
== 3 (23 Ya — 4 Yyı) 7 o (23? — 2) ——- u(za —— Zi): 


Dabei ist aber bekanntlich 
een 


( 2% — % 9, 
15. 
u zyı Ey _ ya + Aofı 
! 137% 9 — % 


folglich wird, wenn man noch die Gleichungen (13.) und (14.) 
addirt, 


(16.) F= %(aıyı + 2aya) — 4(wı + 2) (yı + Yo) + Lıya + zayı 
ee Ulayı _ Zaya) + I (zıya Er Zoyı)- 
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Es sei z. B. 
u=4 n=16. Pp=9 
also 
y=6 %=m12, 
dann wird | 
(17.) F= 4(24 + 192) + 4(48 + 96) = 108. 
is. ». Aufgabe 3. Die Gerade 
SE 18) y"=mzc-+ u 


schneide von der Ellipse 
(19m = "ya — 1? 


ein Segment PıBP; (Fig. 35) 
ab; man soll den Flächen- 
inhalt des Segmentes be- 
rechnen. 


Auflösung. Nach Gleichung (6.) wird in diesem Falle 


(20.) F=/y — y')da = (A Ve—a — ME — x) da 


DER FETTE E me? Ei 
l 2 b TE 
— 32 mx“ — 2ux + abarcsın Fi 


' 2 
=. eye — Zıyı) — m(x? — 21?) — 2u(&2 — &ı) 


+ abarcsın (2) —- ab arcsin () . 
ad 


Nun ist aber bekanntlich 


(21.) En 


2x — 2 La — 2% 


folglich wird 
(22.) m? — 21?) + 21 (22 — 2ı) = (ya — yı) (2+21) + Arayı — Fıya) 
— (7999 — zıyı) + (Xeyı — Fıya). 
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Dies giebt 
Ds) F= } (Xıya — Zeyı) + “ [are sin (2) arcsin() 
; = ıY2 2Yı 5 a a 
Es sei z. B. 


(24.) ae ea er. Te Bt 
also 
(25.) yı=z Vassr yo eb 


dann geht Gleichung (23.) über in 
(26:12 larosin (2) + arcsin (5) — E (Yıı + 535). 
Dabei ist 


12aresin(,)= 11,821 327, Yil= 3,327 708, 


ai =% 
12 arcsin(,,)= 2,009 377, 5V35 = 29,580 399, 


also 
(27.) F= 13,830 704 — + 2,308 107 = 2,861 335. 


Verbindet man den Nullpunkt O mit den Punkten ?, und 
P, (Fig. 35), so erhält man ein Dreieck OP,P, mit dem 
Flächeninhalte }(z3yı — zıy). Wenn man daher dieses Dreieck 
zu dem Segmente über der Sehne ?,P, hinzufügt, so ergiebt 
sich nach Gleichung (23.) für den Sector POP; der Flächen- 
inhalt 


ıb c >) . 
(28.) Section — — (aresin (2)- aresın G)l- 
Z 47 [4 
Aufgabe 4. Eine Ellipse sei durch die Gleichung 
(29.) a2? + 2aı2ry + aay? + Qs3 = 0 


gegeben; man soll den Flächeninhalt derselben berechnen. 


Auflösung. Der Anfangspunkt der Coordinaten liegt im 
Mittelpunkte der Curve, aber die Coordinaten-Axen fallen nicht 
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Fig. 36. 


mit den Axen der Ellipse 
zusammen (Fig. 36). Damit | 
die Gleichung eine reelle | 
Ellipse darstellt, müssen die 
Ungleichungen 


a1149 — a >0, 


(30.) 


befriedigt werden. Aus Glei- 
chung (29.) folgt dann 


A22433 <O 


Agay' = — Ant +Y (a12? — 41199)2? — Q9Q3; , 
aaYy = — App —Y (a2? are Ayı 99) X? — Ad9da, 
also 
GE, y—y' = z Ya ana an 


Nach den in den Ungleichungen (30.) ausgesprochenen Vor- 
aussetzungen kann man zwei positive Grössen c? und 4° durch 


die Gleichungen 
2) 5 A993 (d135 
.(32.) ce" = Ayıdaa — 419°, Mr og 


erklären, so dass Gleichung (31.) übergeht in 


(33.) 4 EINE 2 222 ap. 2c 2 3. 
. Y ee V-e2? +22 = Vi — 2°; 
22 22 


folglich wird 


(34.) fü - y")de = — Idz ie 

Zur Be der Integrationsgrenzen beachte man, dass 
(y' —y‘')dx einer der Streifen ist, in welche man sich die ganze 
Fläche zerlegt denken muss. Die durch die Integration ausge- 
führte Summation aller dieser Streifen beginnt in demjenigen 
Punkte ?, und endigt in demjenigen Punkte P;, in welchem der 
Punkt P‘ mit dem Punkte 7“ zusammenfällt, so dass die Tan- 
genten in den Punkten ?/, und P, zur Y-Axe parallel sind. 
Die Werthe von x, und 22 findet man daher, indem man 
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Dar 7 
y‘ er y“ > c Vk?— 2? 
A229 
gleich O setzt. Daraus ergiebt sich 
(35.) zı=— ik wd n»=+%, 
+% 
are 
(36.) F= le, 
Ef: 
also nach Formel Nr. 80 der Tabelle 
+k 
2cfz,,——; , ÄR? x 
SU. F= une VER 2 En jr x 2 
(37.) MHZ 2, arcsin(}.)] i 
k?c | k?cıt 
— —— [aresin1 — aresin (— 1)] = ’ 
a22 Q22 
oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (32.) 
a a 
(38.) jede 2 a FR NE 
220 V ayı dya — 419” 
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Dasselbe Resultat findet man, wenn man die Halbaxen «a 


und 5 bestimmt und in die Formel 
In=$ahru 
einsetzt, denn es ist bekanntlich 


(39) a= \ ee, 
Aı + a2 + Y (an — a»)? + 4aı2? 


4 \ —- 2Gda3 
Be | 
aı + aa Vaı — Ada)” + 4a19? 
also 
= — 2433 
Va + a3)? — (aı — a9)” — 4419” 
ee) 


(40.) ab 


Veu a9 — 412? 
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S 14. 
Quadratur der Gurven bei Anwendung von Polar- 
coordinaten. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 91.) 


Bei Anwendung von Polarcoordinaten mögen die Coordinaten 
eines Punktes ? immer mit r und %, die eines Punktes P, mit 
r, und 9, allgemein die eines Punktes 7, mit »„ und gn be- 


Fig. 37. zeichnet werden. Nennt man den 

Pp, Flächeninhalt einer Figur AOP, 
N welche durch zwei beliebige Radii 

Ki RS vectores OA, OP und durch den 

Y ”“ N Curvenbogen AP begrenzt wird 
1) N (Fig. 87), 5 (Sector), so ist 8 
kof \A eine Function von g. Den kleinen 


B ” er Zuwachs 
MD \ I EISEN 
74 Y X welchen diese Function erleidet, 
wenn der Winkel XOP- gleich 
po um die kleine Grösse POP, gleich /p zunimmt, findet man, 
indem man den Dogen PP, durch die Gerade PP, ersetzt und 
zunächst den Flächeninhalt des geradlinigen, Dreiecks POP, 
berechnet. Für diesen erhält man 
(2) APOPıL=40P. OP,sin(/y) =4r(r + Ar) nur 
Der Unterschied zwischen dem Curvensector POP, und 
dem Dreieck POP, ist ein Segment über der Sehne PP\, das 
eine unendlich kleine Grösse höherer Ordnung wird und deshalb 
vernachlässigt werden darf, wenn /p verschwindend klein wird. 
Dann gehen auch die Grössen QPı gleich /r und 4$ bezw. in 


die verschwindend kleinen Grössen dr und dS über, und man 
erhält 


(8) im er m ae 


v 
Ip=0 Ip=0 Ay 
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(4.) ds — Ar’dp 
und 

p 
(5.) N 3 /r2dg, 


wobei { X0A=e« und {XOP=9 gesetzt ist. 

(@ewöhnlich wird bei den Anwendungen auch die obere 
(Grenze p einen constanten Werth # haben, welcher dem Radius 
vector OB (Fig. 38) entspricht. 

Auch dieses Integral kann als eine Summe von unendlich 

vielen, unendlich kleinen Grössen betrachtet werden. Theilt man 
nämlich den Winkel AOB in » (gleiche oder ungleiche) Theile, 
so wird auch der Sector AOB in » Theile zerlegt (Fig. 38), 
von denen man jeden einzelnen POP, unter Vernachlässigung. 
unendlich kleiner Grössen höherer Fig. 38. 
Ordnung, nämlich unter Vernach- 
lässigung der Dreiecke PQP,, als 
einen Kreissector mit dem Flächen- 
inhalte 4r?dp betrachten Kann. 
Dabei ist die Voraussetzung ge- 
macht, dass die Anzahl » der 
Sectoren unendlich gross wird, 
und dass die einzelnen Sectoren 
gleichzeitig sämmtlich unendlich 
klein werden. 

Durch Summirung aller dieser 
unendlich Kleinen Sectoren findet 
-man für den Flächeninhalt des ganzen Sectors 


ß 


Uebungs- Aufgaben. 
Aufgabe I. Man soll den Flächeninhalt des le POP; 
bei der Archimedischen Spirale 
(7.) T=ap 
berechnen (Fig. 39). 
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N Auflösung. Nach Gleichung 
(6.) ist in diesem Falle 
(Pa pP: 


im a 
[S = fra — Ss frras 


pı pı 


a | 
a ae) 


78 —r1? 
ba 
Aufgabe 2. Man soll den Flächeninhalt des Sectors PA, OR; 
bei der allgemeinen Spirale 
(10.) r= 0" 
berechnen. 


(9.) Se 


Auflösung. In ähnlicher Weise wie bei der vorhergehenden 
Aufgabe erhält man hier 


> Pr 
11 een 
(11.) et 
pı pı 
IR | 2 |= alya"r! n Deren 
one 2(2rn + 1) 


pı 


Aufgabe 3. Man soll den Flächen- 
inhalt des Sectors POP; bei der Zoga- 
rithmischen Spirale 
(12.) Ve 
berechnen (Fig. 40). 


Auflösung. Aus Gleichung (6.) er- 
hält man in diesem Falle 
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p2 


Pa 
a8) 5 1 früg =1 fenay 


pı pı 
n (P.) 
= fer azag) = 2 [ear]f 
(91) 
also 
1 r2 —rı 
n — — (e24pı — e?apı) — 
(14.) Ss 1 (e )) 


Aufgabe 4. Die Gleichung 
= —} pP 
(15.) a0 203 (-%): 


oder 


(15a.) D— EEE 
A 
COS @) 


stellt eine Parabel dar (Fig. 41); man soll 
das Segment BAC berechnen. 

Auflösung. Aus Gleichung (15a.) folgt 
in diesem Falle 


oder, wenn man 


p=—2t 
setzt und Formel Nr. 50 der Tabelle berücksichtigt, 
+7 +7 


(17.) Ki Jr 


P, 
4 


ı 2 
RT fü + te?) alte) 
373 


= 8a? 
= eftge+ 41) = ad +d= 


>| 


7t 


>| 
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Aufgabe 5. Man soll den Flächeninhalt der Cardiorde mit 
der Gleichung 


41 
B3) 


1 
Eh «*cos($), 


oder 


(184.) 7 a@c08: (£) 
berechnen (Fig. 42). 


Auflösung. Setzt man 
p=2t, | 
so wird zunächst mit Rück- 
sicht auf Formel Nr. 71 der 
Tabelle 


op {0} t 
19) S=1frap= &fosı(B) ap = ar fer 
0 0 Ö 


. e Ä 
— a?[4cos?tsin? + cosisint + 2» 


also 
a? PER AR ?) } € 2 
= —| 9 Bu Fe A Be RAR 
(20.) SZ „| 2008 (S)sin(2)+ 3c0s(4 sin 5 ns 5 


E- . C e MR A 
Lässt man 9 bis r, also 5 bis — wachsen, so wird 


2 
3a?rı 
(21.) Sy ZI 
die Hälfte des gesuchten Flächeninhalts, für welchen man daher 
2 
(22.) ee n 2 


erhält. Der Flächeninhalt der Cardioide verhält sich also zum 
Flächeninhalt des Kreises mit dem Halbmesser a wie 3 zu 8. 


Aufgabe 6. Man soll den Flächeninhalt der Lemniscate 
berechnen (Fig. 43). 
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Auflösung. Die Gleichung 
der Lemniscate ist 


(23.) 22 = 0200820), 


1 7 


folglich wird 


(p) 


p p 
2 2 
ae — „fan — Sfosendr == fen) d(2p) 
Ö 


(0) 


DD o 


Or BER, 
Zu [sin 2p)], Zen (2). 


Den vierten Theil (Quadranten) der Lemniscate erhält man, 


wenn g von O bis Ei also 2% von O bis u wächst, folglich 


wird der Flächeninhalt der ganzen Lemniscate 
(25.) F= a’sin (5) — a?, 


Aufgabe 7. Die Gleichung des Fohum Cartesüi war für 
rechtwinklige Coordinaten 
(26.) 2? + y? — 3ary = 0; 
man soll den Flächeninhalt der Schleife berechnen (Fig. 44). 


Auflösung. Bei Anwendung Fig. 4. 
rechtwinkliger Coordinaten müsste 
man die kubische Gleichung (26.) 
nach y auflösen und erhielte einen 
Ausdruck für y’— y“, dessen 
Integration grosse Schwierigkeiten 
bereiten würde. Führt man da- 
gegen durch die Gleichungen 


(27.) Zen URS 

Polarcoordinaten ein, so geht 

Gleichung (26.) über in 

. . 3asinpCoSp 
+ 


(28.) 


S*+ 
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deshalb findet man für den gesuchten Flächeninhalt 


sin?p cos’pdp 

ER Dry Yn- en 3 fen + ae) cos?p + sin’p)? 
Indem man Zähler und Nenner des Bruches, der unter dem 
Integralzeichen steht, durch cos°p dividirt und beachtet, dass 


= S} 


or — d(tgY) 


ist, ergiebt sich 


74 PL) 


— 


e Pr 
a as BI WER I 
Ze) nel 
(0) 


wobei ty mit 7 bezeichnet ist. Setzt man noch 
1-72 =, @als0r, Stck — 42, 


(30.) 


so wird 


31?dt 2 “r 1 
a er 


folglich ist 


7 TT 


7 De? ' 


2 2 
3a? 1 3a? T 3a? 
2.) Se — I — — a a ER er 
GR, 2 | zF 2 | | 2 

Der Flächeninhalt der Schleife ist daher dreimal so gross 


wie der Flächeninhalt des Dreiecks AOB. 


San. 
Vebergang von rechtwinkligen Coordinaten zu 
Polarcoordinaten. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 95.) 
Ist eine Curve durch die Gleichungen 
(1) 2= gl), y= ui) 
gegeben, so führt man zur Berechnung des von ihr eingeschlos- 
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senen Flächeninhalts häufig mit gutem Erfolge Polarcoordinaten 
ein. Aus den Gleichungen 

(2.) Z=rc08p, y=rsino 

findet man nämlich 


(3.) | wp=° 
d. zdı — ydız 
14) ei ee’ 
p x 


und wenn man diese Gleichung mit 
osan 2 
multiplicirt, 
5 dy dt 
(9.) r?dp = zdy — ydı = (2 ae Y7; dt. 


Dadurch 32 Formel Nr. 94 der Bin: über in 


(6.) = rap = ade = /eH AL 


(@) 


Uebungs-Aufgaben. 
Aufgabe 1. Man soll den Sector der Krersevoiwente mit den 
Gleichungen 
J z = a(cost + isint), Fig. 45. 
7) | y= afsint — tcos?) 
berechnen (Fig. 45). 
Auflösung. Aus den Glei- 
chungen (7.) findet man 
dz = atcostdt 
Ca EEE 
dy = atsintdt, 
folglich wird 
(9.) zdy — ydz = a?tdt, 
t 
2 243 
(10.) Se 5 ‚rat = a IMOR 


0 
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Aufgabe 2. Man soll den 
Flächeninhalt der Astroride mit 
den Gleichungen 
(11) 2 a0, Tr Zen 
berechnen (Fig. 46). 


Auflösung. Aus den Glei- 
chungen (11.) findet man 
[| dx = — 3acos’tsintdt, 
(12) \ dy = + 3asin?tcostdt, 
folglich wird 
(13.) zdy — ydı = 3a?(sin?t cos!!+ sinttcos?!dt = 3a?sin?tcos?dt, 
t 


3a? fl. , 
(14.) N fin cos2:dt = AO, 


0 


oder 
L Y ’ (t) 
15). Se f sin? costt . dt — vafone )dld). 
0 (0) 
Dies giebt nach Formel Nr. 69’der Tabelle 
3a? 30° 


147 . . 
(16.) 8 = HE [— tsin(2) cos(22) + an =, lE— 4sin(42)]. 


Ruta — 5 erhält man den Sector AOB, d.h. den vierten 


Fig. 47. Theil der Astroide, folglich 
ist der Flächeninhalt der 
ganzen Astroide in Ueber- 
einstimmung mit Aufgabe 11 
in -S-11 

3a?ıı j 


8 


au Eee 


Aufgabe 3. Man soll 
den Flächeninhalt der Epr- 
cykloiden mit den Glei- 
chungen 
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[| 2 = «a|m cost — cos(mt)], 

| y = a[msint — sin(mt)] 

berechnen (Fig. 47). 


(18.) 


Auflösung. Aus den Gleichungen (18.) folgt 
| de = ma|— sin? + sin (mt)]at, 
| dy = ma[cost — cos(mt)]dt, 
also, wenn man beachtet, dass hier m =n + 1 zu setzen ist, 
(20.) zdy — ydz = ma?|(m + 1) — (m + 1)cos(rt)]dt 
— m(m + 1)a|1 — cos(nt) dt. 
Dies giebt für den Sector AOP 


t 
(21.) ein. ji — cos(nt)]dt 


0 


_ m(m + 1)a? Ir 
— = £ Te sin(at) | 


(19.) 


ad 


Wenn der Sector durch einmaliges Abrollen des rollenden 
Kreises entstanden ist, wenn es sich also um den Sector AOBC 
handelt, so hat man den Wälzungswinkel des rollenden Kreises 
RO Dıals0r En — Ei 

RN 


zu setzen und erhält 
m(m + ar _ (+ 1)R + 2)air 


R R 


(Burn —IAOBE. 

- Ist m eine ganze Zahl, so schliesst sich die Curve, und die 
ganze Fläche besteht genau aus » solchen Sectoren; in diesem 
Falle wird also der Flächeninhalt der Epicykloide 


(23.) F=n.A0BC=(k-+]1)(n +2)en. 
Ist z.B. = 6, wie es in Figur 47 der Fall ist, so wird 
(24.) F— 56a®r. 


Für 2=1 ist die Epicykloide eine Cardiorde, deren Flächen- 
inhalt demnach 


(25.) bar 
ist. Dieses Resultat stimmt mit dem in $ 14 Aufgabe 5 ge- 
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fundenen überein; nur war damals der Halbmesser « viermal 
grösser als in den hier benutzten Gleichungen. 


Aufgabe 4. Man soll den Flächeninhalt der Aypocykloiden 
mit den Gleichungen 
(26.) z= almcost + cos(mt)|, y= almsint — sin(mt)] 
berechnen (Fig. 48). 
Auflösung. Aus den Gleichungen (26.) folgt 
[ de = ma|— sin? — sin(mt)]dt, 
| dy = ma[eost — cos(mt)|dt, 
also, wenn man beachtet, dass hier m =n—-1 zu setzen ist, 
(28.) zdy — ydz = ma? |(m — 1) — (m — 1)cos(nt)]dt 
= m(m — 1) a?[1 — cos(nt)]dt, 


(27.) 


folglich wird 


GB m 5 2. fi — cos(nt))dt 


__ mm — 1)a? 


> 
ad 


£ = = sin (2) AD 


Wenn der Sector durch 
einmaliges Abrollen des rol- 
lenden Kreises entstanden 
ist, so hat man den Wäl- 
zungswinkel dieses Kreises 
nt=2n, also N 

NR 


zu setzen; dann wird 


m(m — 1)a?sı 


80). 8 — = 
(na —1)(n—2)a?rr 
N 
—=AOBIN 


Ist » eine ganze Zahl, so schliesst sich die Curve, und man 
erhält für den Flächeninhalt der ganzen Hypocykloide 
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(31.) F=n.AOBD=(n — 1) (n — 2)e’n. 
Für den in Figur 48 berücksichtigten Fall ist 
(32.) as unde K= 2a’, 


also doppelt so gross wie der rollende Kreis, oder wie der durch 
die Punkte DEF gelegte Kreis. 

Bei der Astroide hat man »—=4 zu setzen und erhält in 
Uebereinstimmung mit Aufgabe 11 in $ 11 und Aufgabe 2 in 
diesem Paragraphen 
(33.) F= 6@’n, 
nur ist in der vorliegenden Darstellung der Werth von «a vier- 
mal kleiner als dort. 


III. Abschnitt. 


Kubatur der Rotationskörper. 


S 16. 
Berechnung des Volumens eines Rotationskörpers, 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 9698.) 
Eine Curve (Fig. 49) mit der Gleichung 
1.) y=f) 
rotire um die X-Axe, dann beschreibt jeder Punkt der Curve 
einen Kreis. Um das Volumen Y des Körpers zu berechnen, 
Fig. 49. welcher bei der Rotation von 
der Figur A,APQ beschrie- 
ben wird, beachte man zu- 
nächst, dass V eine Func- 
tion von x ist. Wenn näm- 
lich OQ=x um die Grösse 
X QQ,ı = 4x wächst, so wächst 
auch Y um den von dem 
Viereck QPPıQı beschrie- 
benen Rotationskörper SV. 
Dabei ist /V grösser als der 
von dem Rechteck QPRQ, 
bei der Rotation beschriebene Cylinder y?rr . 4x und kleiner als 
der von dem Rechteck QR,P;Q, bei der Rotation beschriebene 
Cylinder yı?rr. 4x2; es ist daher 


(2.) YA ZAVE N Me 


Ye 


$ 16. Kubatur der Rotationskörper. | 123 


Dies gilt nur, wenn die Curve (wie in Figur 49) vom 
Punkte P bis zum Punkte Pı steigt; wenn sie dagegen in diesem 
Intervalle ‚fällt, so wird 
(3.) yr.IZ>AIAV Zyn. Ar. 

Steigt und fällt die Curve in dem Intervalle von P bis ?ı 
abwechselnd (vergl. Fig. 3), so sei y‘ die Ordinate des höchsten 
Punktes Z und y“ die Ordinate des tiefsten Punktes 7’, dann 
wird 
(4.) En Er ERW, 

In dieser Ungleichung sind die beiden vorhergehenden Un- 
gleichungen (2.) und (3.) als besondere Fälle inbegriffen. Indem 
man die Ungleichung (4.) durch x dividirt, erhält man 


A 
(5.) yır> > y"r. 
Da nun für im frz = 0 


Img — Im —yY 
wird, so folgt hieraus 


(6.) = WI OleRE al — yercde; 
dies giebt 
(24) re ı Jy?de, 


wobei die untere Grenze a die Abscisse OA, des Curvenpunktes 
A ist, denn für x gleich « wird das Volumen des Körpers 
gleich Null. 

Gewöhnlich wird man auch für die obere Grenze einen 
constanten Werth 5 einsetzen müssen, so dass man erhält 


b 
(8.) V= rı Jy?de. 


Auch dieses Integral kann man als eine Summe von unend- 
lich vielen, unendlich kleinen Grössen ansehen. Zerlegt man 
nämlich die ebene Figur A,ABB, durch Parallele zur Y-Axe 
in » Streifen, die alle verschwindend klein werden, wenn » in’s 
Unbegrenzte wächst (Fig. 50), so darf man diese Streifen als 
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Rechtecke betrachten, denn die kleinen Dreiecke PRP,, welche 
dabei vernachlässigt werden, beschreiben bei der Rotation ring- 
förmige Körper, deren Volumina 
unendlich kleine Grössen höherer 
Ordnung sind. 

Das Volumen des Cylin- 
ders, welcher bei der Rotation 
von dem Rechteck QPRQ, be- 
schrieben wird, ist aber 

Yan 


wenn ‚man die Höhe dx des 
Cylinders sogleich verschwin- 
dend klein annimmt. Die 
Summe aller dieser unendlich vielen, unendlich flachen Cylinder 
giebt dann das gesuchte Volumen des Rotationskörpers, nämlich 
in Uebereinstimmung mit Gleichung (8.) 


b 
ee ı Jy°de. 


In ähnlicher Weise findet man auch das Volumen eines 
Rotationskörpers, bei welchem die Y-Axe die Rotations-Axe ist; 
nur muss man in diesem Falle x 
und y mit einander vertauschen, 
so dass man 


d 
(9.) V = n /ady 


erhält. Es ist dabei zu beachten, 
dass hier y die Integrations-Ver- 
änderliche ist, und dass man des- 
halb erst integriren kann, nach- 
x dem man in Gleichung (9.) x? als 
Function von y dargestellt hat, 
während in Gleichung (8.) x die Integrations-Veränderliche war. 
Um dies anzudeuten, mögen die Integrationsgrenzen a und 
db, da sie besondere Werthe von = sind, in Gleichung (8.) mit 
x, und x, bezeichnet werden; und ebenso mögen in Gleichung (9.) 
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die Integrationsgrenzen ce und d, da sie besondere Werthe von 
y sind, mit yı und ys bezeichnet werden. 
Man erhält daher 


(10.) = n/fyde, 
wenn die X-Axe die Rotations-Axe ist, und 


war Zw n/xdy, 
wenn die Y-Axe die Rotations-Axe ist. 


Durch Verlegung der Cordinaten-Axen kann man es immer 
erreichen, dass die X-Axe oder die Y-Axe mit der Rotations- 
Axe zusammenfällt. Ist z.B. in 
Figur 52 die Gerade C,D, mit 7 
der Gleichung 

vrz=q 
Rotations-Axe, so verschiebe man 
die Y-Axe parallel mit sich um 
die Strecke OA gleich a, indem 
man | 


2 a, 0der' 2er — a 


setzt, dann wird 6 
Ya Ya 
(12.) V=n/e"dy = fe — a)2dy. 
Yyı Yyı 


Die Berechnung des Volumens der Körper nennt man 
„Kubatur der Körper“. 


Sr: 
Uebungs- Aufgaben. 


Aufgabe 1. Ein gerader Kreiskegel, dessen Grundkreis den 
Halbmesser « hat, und dessen Höhe gleich A ist, entsteht, indem 
ein rechtwinkliges Dreieck OC4A (Fig. 53) um die X-Axe 
rotirt; man soll das Volumen des Kegels berechnen. 
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Fig. 53, Auflösung. In dem recht- 
ie A winkligen Dreieck OC04A ist die 
Kathete OC gleich A, und die 
andere Kathete CA gleich a, 
folglich hat die Hypotenuse 0A 
h c| x die Gleichung 


SI 


\ re 
(1.) ee 
Das Volumen des Kegels 
wird daher nach Formel Nr. 96 
der Tabelle 


ana?) a?’rch 

“2 in za aa 

Aufgabe 2. Ein abgestumpfter gerader Kreiskegel habe die 

Fig. 54. Höhe A und sei begrenzt durch 

die beiden Kreise mit den Halb- 

messern a; und a; man soll das 

Volumen des Kegelstumpfes be- 
rechnen. 


Auflösung. Der Kegelstumpf 
entsteht durch Rotation des Pa- 
ralleltrapezes 0A,45A um die 
X-Axe (Fig. 54), wobei OA gleich 
Ah mit der X-Axe und OA, gleich 
a, mit der Y-Axe zusammenfällt. 
Die Gleichung der Geraden Aı 4 
ist daher 


HE 
(4.) IE er et, 


folglich wird 
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(da. — aı)?r? E 2(a2 —H)aıx 


h 
Burle— a fyrae =r + ai: |dz 
Ö ö 


h 


+ a 


0 


2, [aan age 
geh | TE 2h 


N z [(a2 — a1)? + 3(a2 — aı)aı + 3a1?], 
also 
Ares R 
(6) P=T-(a? + a0 + a). 


Aufgabe 3. Der Halbmesser einer Kugel sei a; man soll 
das Volumen einer Hugelschicht berechnen , welche unten und 
oben von zwei Kreisen mit 
den Halbmessern x; und = 
begrenzt ist und die Höhe 
h hat. 

Auflösung. Die Kugel- 
schicht entsteht (Fig. 55) durch 
Rotation der Figur R,P,P,R, 
um die Y-Axe, wobei PP, 
der Bogen eines Kreises mit 
der Gleichung 


(7.) "+yp=a, oder 2=a—y 
ist. Nach Formel Nr. 97 der Tabelle erhält man daher 


Y3 Y2 Ya 

3 
CA EI Ar fd = fe dert [ey _ = ) 
Yı Yı a 


also 
9) 9-5 [Bay — y)— (1? — yıP)] 


_ (Yy-—Yı)r 
— 5 [3 


= PT la Bye) 


a" — Yo? — Yıya — Yı?] 
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Nun ist aber 
(10.) y—yı=h, W”-yypty?—=h, 
und nach Gleichung (7.) 
ee yı2 er 22, ae ya? en 
folglich wird 
[449 Ve (321? + 322° + RP). 


Setzt man in Gleichung (8.) yı gleich 0 und y» gleich a, 
so geht die Kugelschicht in die Halbkugel über, so dass man 
für das Volumen der ganzen Kugel 


s I F 4da°rr 
>. === P 2 u m 

(12.) V=2n E y r| 

erhält. 


Aufgabe 4. Die Parabel OP mit der Gleichung 
(13.) y: = 2px 
rotire um die X-Axe (Fig. 56); man soll das Volumen des von 
der Figur OQP beschriebenen Rotations- Parabolords berechnen. 


Dieasb; Auflösung. Nach Formel Nr. 
R p 96 der Tabelle ist 


(14) V = n/y’dı = 2Yprı Sad 
0 0 


Ä RESIDENT 

| TER 

Ey 

\ Pur 

Dies giebt den Satz: Das 

Volumen des Rotations- Par.aboloids 

ist halb so gross wie der von dem entsprechenden Rechteck 

OQPR mit den Seiten x und y bei der Rotation beschriebene 
Oylinder. 

Für x gleich y wird 


(15.) TER 
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Beschreibt man über 
einem Kreise mit dem Halb- 
messer x einen Cylinder mit 
der Höhe z, eine Halbkugel, 
ein Rotations- Parabolorid und 
einen Kegel mit der Höhe x 
(Fig. 57), so sind die Volu- 
mina dieser vier Körper 
bezw. 


Dre zu 2’ 


3 ar 
Er I 
und verhalten sich daher zu einander wie 
aa Ka Ta 


Aufgabe 5. Rotirt eine Ellipse mit der Gleichung: 
BER I> 
(16.) 3 + zn 
oder 
ELLE 
168.) 2 — 5 (a? — 2?) 


um die grosse Axe (Fig. 58), 
so heisst der dabei beschriebene \ 
Rotationskörper „lüngliches Ro- 
tations- Ellipsoid“ , man soll das 
Volumen der Schicht berechnen, 
welche bei der Rotation von 
der Figur Qı PL PQs beschrieben wird. 

Auflösung. Nach Formel Nr. 96 der Tabelle wird in diesem 
Falle 


I u rehe ben 23 
u a ee RE 
NAT — abs Ve fe z’)dx 3 « % | 


7% % 


%ı 


DPI RE 
es [3022 — 21) — (22? — 21?)] 
ı. birr(ag —- Ci) 


— 302 (30? — 22? — 21 — 21°), 


Kiepert, Integral-Rechnung. 9 
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un 


(178.) v- a7 ; (a RER: Shan“ 


DIE 
E = (@—a) 


a? 
2 


b Mi 
+4 — 2) |» 
oder, wenn man die Höhe x» —xı der Schicht wieder mit A be- 
zeichnet und Gleichung (16.) beachtet, 


(18.) = (ayı + 3Y° + =) . 
Für yı gleich O0, %. gleich 0, % gleich 2a erhält man das 
Volumen des ganzen Rotations-Ellipsoids, nämlich 
4ab’rr 
m: 
Aufgabe 6. Rotirt eine Ellipse mit der Gleichung 


(19.) v= 


2 2 
Fig. 59. (20.) Stp=1 


„ 29a. mer a (be — 2) 


ar um die Aleıne Aze, so heisst der 
/ dabei beschriebene einig, 
v 2 „Sphäroid“ (Fig. 59); man soll 
the das Volumen der Schicht berech- 
nen, welche bei der Rotation 

durch die Figur R,Pı PR, beschrieben wird. 
Auflösung. In ähnlicher Weise wie bei der vorhergehenden 

Aufgabe findet man hier 
Ya 


(21.) Ar [E en fo — y’)dy = Ze 3% — | 


Yı Yı 


a?h 2 
= (au + 37° SPISER 
wobei die Höhe „» — yı mit A ee ist. 
Für x, gleich 0, &, gleich 0, A gleich 28 erhält man das 
Volumen des ganzen Sphäroids, nämlich 
2 
(22.)  ue 


u Ya ui 
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Aufgabe 7. Rotirt eine Ayperbdel mit der Gleichung 
es 2 
(23.) ER I ante = (@ — a?) 
um die X-Axe, so entsteht das „zweischalige Rotations- Hyperbo- 
loid* (Fig. 60); man soll das Volumen einer Schicht dieses 
Körpers berechnen. 


Auflösung. Hier ist 


u) 


32 %: 
R bt n DIE 122 s 
(24.) 1E2 = a fyrde = 7 x? En a?)dx = yes EB De ee] 
7 2 aN 
b27r 
== Eye [x>° a x? ze: 3a?(za —= zu) 


er Drr(zg —— x) 

u, 32 
— 352 352 

— Aeeil E (22 — a2) + Sr (21? — a?) 

22 


2 
Traes ni]; 


oder, wenn man 2» — xı mit A bezeichnet und Gleichung (23.) 
berücksichtigt, 


} 22 
(25.) KW -. 3yı? + Iya? — = ) 
Für 
Zr =UM, Yyı=0; n=-4,%=Yy, en an 
erhält man das Volumen des Körpers, der bei der Rotation von 
der Figur A,Q 7 beschrieben wird, nämlich 


(79? + zı23 + 21? — 3a?) 


9* 


132 


0) Fee mn E — 
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(2 — 2|- bX 2 — a)?rı 


(= + 2a). 


a? 3a? 


Aufgabe 8. Rotirt eine Zyperbel mit der Gleichung 


k 2 2 
Su a) ne, 
2 + 0240: 
a ee Foder 
| br a? 
| / (270, er 52 (a0) 
/ 
/ um die Y-Axe, so entsteht das 
a „einschalige Rotations- Hyperbo- 
a x loid“ (Fig. 61); man soll das 
| Volumen einer Schicht dieses 
Körpers berechnen. 
Auflösung. Hier ist 
Ya Ya 
(28.) u "fr + 2)dy=|, Kar +3 | 
Yı Yyı 
_ any — Yı) (992 + 12 + 352 
= 5B Ya’ + Yıya + Yı“ + 30°), 
oder 
ar 
a) VE ++ + 


1 . (ya — yo” 


Bezeichnet man die Höhe ya — yı der Schicht wieder mit 
h, so wird mit Rücksicht auf die Gleichungen (27 a.) 


(30.) 
Für 


u=4,yYı=V(; 


a? 9 
Vz (Bei + 322? 7). 


b? 


a — sl nya = U; h=y 


erhält man das Volumen des Körpers, der bei der Rotation der 
Figur OAPR um die Y-Axe beschrieben wird, nämlich 


(31.) 


Va (30 + 32? — 


WAT LE 


(y? + 35°). 
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Aufgabe 9. Man soll das Volumen des Körpers berechnen, 
welcher durch Rotation der Kettenlinie um die X-Axe entsteht 
(Fig. 62). 

Auflösung. Die Gleichung der Kettenlinie ist 


Fig. 62. 


% x 
yelee) 
oder 

x x 
+ Vpza= ie. i ; 


folglich wird 


BE re relyde 


7 


Unter der Voraussetzung, dass zı und x beide positiv sind, 
erhält man 


(34) V= =[5 (ze + Ra): Ce = Sy an) 
=Z bVr at a], 


Aa ee re Au at re a 
7 = Ya VyP —® — yıYy?— a + aa — 2ı)]. 


Wird dagegen x, negativ, wie es in Figur 62 der Fall ist, 
so wird 


(342.) fi = [ya Vy2—a: -+ Yyı Vy?—a: 4 aX3 == zu). 


Büren os 70, yrcrhält man 


(35.) = wVP—a+ a). 
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Aufgabe 10. Man soll das Volumen des Körpers berechnen, 
welcher durch Rotation der CyAloide um die X-Axe entsteht 
(Fig. 63). 

Fig. 63. Auflösung. Die Glei- 
chungen der Cykloide sind 
|? = Mt — sin?), 
| y=a(ll- eos2), 
d.h. x und y sind beide 
als Functionen einer drit- 
ten Veränderlichen ? dar- 
gestellt; deshalb wird es 
zweckmässig sein, 2 als 
Integrations- Veränder- 
liche einzuführen. 


(36.) 


Dies giebt 
(37.) de = a1 — cost)dt, 
also, wenn der Körper durch Rotation der Figur OPQ entsteht, 


x t 
(38.) V = n/y:de = an (1 — cost)2dt 
0 0 


t 
— an (1 — 3cost + 3co8?t — cos?l)dt, 
0 n 


folglich wird nach den Formeln Nr. 10, 13, 68 und 42 der 
Tabelle 


(39.) V = a?n(t— 3sint + 3sint cost + 3? — sint + 4sin??) 
— adn|3t + sint(—4 + 3cost + 4sin?d)]. 

Für ?= 2r erhält man das Volumen des Körpers, welcher 
durch Rotation der ganzen Oykloide OPHA entsteht, nämlich 
(40.) Veman. 

Aufgabe 11. Man soll das Volumen des Körpers berechnen, 


welcher durch Rotation der Astroide um die X-Axe entsteht 
(Fig. 64). 


u ne 
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Auflösung. Die Gleichungen Fig. 64. 
der Astroide sind 


(41.) 2=acostt, Yy=asın?, 


folglich ist, wenn man wieder ? 
zur Integrations-Veränderlichen 
macht und zunächst den Körper 
berechnet, welcher durch Rotation 
der Figur OQPB entsteht, 


(42.) de = — 3a cos? sintdt, 
= t 
(43.) V = n /Sy?de = — 3a?n Jsinst cos?tsin tdi 
0 7t 


>; 


t 
— 3a /(1 — cos?t)? cos?t . d(cost). 
a 
Setzt man also 
cost=2, 


so wird, wenn man beachtet, dass cos (5) gleich O ist, 


(44.) A 3adır /(2? — 324 + 32° — z°)dz 
0 


Ei Be a 

ee 

a°drr 

105 

Für 2 gleich 0 erhält man das Volumen des Körpers, 

welcher bei der Rotation von dem Quadranten AO. beschrieben 

wird, folglich ist das Volumen des ganzen Rotationskörpers 

2a°rr 32a37r 
105 105 

Aufgabe 12. Man soll das Volumen des Körpers berechnen, 


welcher durch Rotation der COrssorde um die X-Axe entsteht 
(Fig. 65). 


(105 cos?? — 189c0s°? + 135 cos’! — 35.c08?). 


45.) I/= (105 — 189 + 185 — 35) — 
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Auflösung. Die Gleichungen der Cts- 
sorde sind 
2asin®p 
ar 2 2227 2. 
(46.), 2 = Das pay Ei, 
folglich wird 
(47.) dx = 4asing cosydgy, 
9 


x FE 
(dB. a fra — 100 PCR . 
ö N 


cos p 


Setzt man also 
(49.) csy=t, y=1—, 
sing dp = — dt, 


so wird 
Düren 
und man erhält 


t 
(50.) = — 1007 (EZ ERE 
t 


1 
a 
— — 160; — 3 + 3 —P)dt 
1 v 


t 


ee 
nn 3 A ER EN ya dr 
1607 |1 5 N 5 
4a? 

= (— 12lt + 182 —9# + 2° — 11) 

 Aadır | 

= [— 61(&) — 21— 2)’ — 3(1 — PR? —6(1—2)]. 

Nun ist 
: 20a — x D 

51.) ?2=c08y—=1— siny = ie: 
( ) 0S°p 1 sn“ 3a a Dar 


folglich wird 


(52.) re [215 —) — 2? — dar? — 12032 | : 
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Aufgabe 13. Man soll das Volumen des Körpers berechnen, 
der durch Rotation der Cissoide um die Asymptote mit der 
Gleichung x = 2a entsteht (Fig. 66). 

Auflösung. Zunächst möge das BEN 
Volumen des Körpers berechnet | 
werden, welcher bei der Rotation 
von der Figur O0 ASP beschrieben 
wird. Nach Formel Nr. 98 der 
Tabelle findet man in diesem 
Falle 


Y 
(53.) 9 = n/(x — 2a)?dy. 
0 


Dabei folgt aus den Glei- 
chungen (46.) 


x — 2a = — 2ac08y, 

(54.) _ 24 2 us 
de En (3c08’p + sin’p)sin?’pdg, 

also 

p 
(55.) V = Sa? /sin?p c08°p(3 c08°p + sin’p)dp. 
0 
Nun ist 


Br 4 sin? cos’p = sin?(2p), 
a | 3cos®?p + sinp =1-+ 2008 = 2 + c08(2p), 
so dass man erhält 


(p) 
(57.) "= am Jsnap)l2 + c0s(2y)|(2p). 
0 
Dies giebt nach Formel Nr. 69 und 40 der Tabelle 
(58.) VI = an|— sin(2p)cos(2p) + 29 + 4sin?(2p)]. 
Wenn bis = wächst, so wird y unendlich gross. Gleich- 


zeitig erstreckt sich auch der Rotationskörper bis in’s Unend- 
liche; trotzdem bleibt aber sein Volumen endlich, denn man erhält 
(59.) Iimalz lan, 


7t 
p es 
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Aufgabe 14. Man soll das Volumen des Körpers berechnen, 
welcher durch Rotation der Ellipse 


Er (60.) ya Var: 
a a 

Ng um die X-Axe entsteht 

(Fig. 67), wenn ce grösser als 


db ist. 


Auflösung. Man kann 
das gesuchte Volumen V als 
die Differenz zweier Volu- 
mina V‘ und V“ betrachten, 
von denen V‘ bei der Rota- 
tion von der Figur Q, Pı' Ps’ Qs 
und Y‘“ von der Figur 

QıPı' Ps Qs beschrieben 
wird. Dabei ist 


(61.) = fy2de, "= n/y'"de, 

also 

(62.) v= V'— Vu a/ye — y'%)de. 
7% 


I) 


Bei der vorliegenden Aufgabe ist 
y=c+ VE, y" = 2 a, 

also 

4 u 4 u 25 9 5 

yty'=%, yoyı = Ve, 
folglich wird 

4 u N N 2 u2 4bc ee 
(3) HN) y)=y?—y?=— Ve—a, 


X 
* 


2 Abe dx Ve— x, 


(64.) v 


2 
Will man das Volumen des Körpers berechnen, welcher 
durch Rotation der ganzen Ellipse entsteht, so hat man 
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N 
zu setzen und erhält nach Formel Nr. SO der Tabelle 


er zE Va? = gut + 5 aresin (7 IE 


S arcsin(+ 1) — “ aresin(— | 


— 2aben?. 


(65.) v— 


_ 4bem 
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IV. Abschnitt. 
Recetification der ebenen Curven. 


8 18. 

Rectification ebener Curven, deren Gleichung auf ein 
rechtwinkliges Coordinaten-System bezogen ist. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 99.) 

Ist 


(1.) y=f(2) 
die Gleichung einer Curve (Fig. 68), so wird der Bogen AP gleich s 
Fig. 68. ebenfalls eine Function von z. 
Wächst nämlich x um die Grösse 
QQı gleich fx, so wächst auch 
der Bogen s um 'die Grösse PP, 
gleich #s. Betrachtet man zu- 
nächst /s als die Sehne PP, 
so ist /s die Hypotenuse in dem 
x rechtwinkligen Dreieck PRP\, so 


ale Bang: dass man erhält 
(2.) PP?= PR +RP?, oder dJ2= 42 + Ay, 
(2a.) As=y da? + Ay. 


Lässt man die beiden Punkte ? und PP, einander unend- 
lich nahe rücken, so gehen 4x, /y, 4s bezw. in die Differentiale 
dx, dy, ds über, und der unendlich kleine Bogen PP, fällt mit 
der unendlich kleinen Sehne PP, gleich ds zusammen. Deshalb 
erhält man für den unendlich kleinen Zuwachs ds des Bogens 
s aus Gleichung (2a.) 
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(3.) ds = Yda? + d? = a1 +(2) +2): 
Daraus folgt durch Integration für den Bogen AP selbst 


(+4.) s r£ ds — für yi + (2 


Man wird hierbei die Integrationsgrenzen zweckmässiger 
Weise mit z, und x» bezeichnen, um anzudeuten, dass x die 
Integrations-Veränderliche ist. Dadurch geht Gleichung (4.) 
über in 


(4a.) . Pal J a4 (@ En EI; 


Man kann nämlich a y zur Integrations-Veränderlichen 
machen, denn aus Gleichung (3.) folgt 


! 
5.) ge ayyı+ ei, 


also 


(6.) — a = a) 4 Ol 


Sind z und y Ei Functionen einer dritten Veränderlichen 
t gegeben, so wird man in den meisten Fällen mit gutem Erfolge 
t zur ein machen und schreiben 


(7.) ds = di Va + (2) 
(8.) f ds -Jayl& =) + (2): 


In dieser ol sind die Gleichungen (4a.) und (6.) als 
besondere Fälle enthalten, welche sich ergeben, wenn man 


t=xz bezw. i=y 


setzt. 
Auch hier kann man das bestimmte Integral als eine Summe 
von unendlich vielen, unendlich kleinen Grössen betrachten. 
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Zerlegt man nämlich den Abschnitt Q,Q auf der X-Axe 
(Fig. 69) in » (gleiche oder ungleiche) Theile und legt durch 
die Schnittpunkte Parallele zur 
Y-Axe, so wird auch der Bogen 
PıP3 gleich s in » Theile zerlegt. 
I Indem man die auf einander 
folgenden Schnittpunkte des Bogens 
| | durch gerade Linien mit einander 
| | | | verbindet, erhält man zwischen 
| PP und P ein Polygon von 
&,  n Seiten. Wird nun » unendlich 
gross, und werden die einzelnen 
Seiten des Polygons unendlich klein, so fallen sie mit den Bögen, 
deren Sehnen ds sie sind, zusammen. 


Der ganze Bogen P, 7%; oder s wird daher die Summe von 
diesen unendlich vielen, unendlich kleinen Sehnen ds, so dass 
man wieder erhält 


= fa = ya + ap =fae 14 . ® 


8 19. a 
Vebungs-Aufgaben. 


Aufgabe 1. Man soll die Länge des Bogens OP der Pa- 
rabel mit der Gleichung 


Fig. 69. 


(1.) y’ = 2px 
berechnen (Fig. 70). 
Fig. 70. Auflösung. Aus Gleichung (1.) 
p_ folgt 
g de Y 
| 2.) Uay—pdaz,noderu = E 
| We (2.) ydy = pdez, ie, 
ER Man wird hier nämlich y zur 
/  Integrations-Veränderlichen machen, 
oO a weil sich x und 22 rational durch y 


dy 
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darstellen lassen. Dadurch erhält man nach Formel Nr. 99 
der Tabelle 


(3.) =fay+@) .)= 1 für +9, 


und dies giebt nach Formel Nr. 86 der Tabelle 


Yy 


(4) =; gr Hr + W + VRR] 


= ,,VP+Y +2 (ee + 3 


Aufgabe 2. en soll die Länge des Bogens PP, der 
Ellipse mit der Gleichung 


(5.) 22? + ady? = a2l? 
berechnen (Fig. 71). 
Auflösung. Aus Gleichung (5.) folgt 


AIR, 
(6.) y=-Ve—e, 


De 0% 
de aVa— a 
d 
(7.) SE 1 +(Z = ) 
Bro ei, 
ala —: 2) 
wobei 


ist. Daraus ergiebt sich 


(at — e?x?)dx 


x 
1 —egr I 
in a, Ve— x a) Va? — x?) (a — ex?) 
TC 


Dieses Integral, das ein „elliptisches Integral zweiter Gattung“ 
genannt wird, Kann erst an einer späteren Stelle ermittelt werden, 
da es sich weder durch algebraische Functionen noch durch die 
bisher bekannten transcendenten Functionen ausdrücken lässt. 
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Man erkennt daher aus dieser Aufgabe, wie die Anwendungen 
der Integral-Rechnung auf neue transcendente Functionen 
führen. 


Fig. 72. 


Aufgabe 3. Man 
sol die Länge des 
Bogens der Hyperbel 
mit der Gleichung 
(9.) 5?2? — a?y? = a?b? 
berechnen (Fig. 72). 

Auflösung. Man fin- 
det hier in ähnlicher 
Weise wie bei der vor- 
hergehenden Aufgabe 


(10) s= Yan 2 m =: le el 
ad 


Bar 22) (at WE ex?) a’ ya > a?)(e!x? — at) 


r 


nur ist bei der Hyperbel e? gleich «a? + j 


Aufgabe 4. Man soll die Länge des Bogens PP der 
Kettenlinie mit der Gleichung 


(11.) y= 2(e are *) oder +Yy? — a = ee) 
berechnen (Fig. 73). 


Fig. 73. Auflösung. Aus den Gleichungen 
z 9) &e | 
p a: 
\ | an 2-1." 
\ 
\ s " 
\ ar 
i (13.) a -1+ e =, 
A zur (u —2+e* 
22 _% 
Olsen Q2 ale 2+e “), 


oder 
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a0) (= ER) ze ee) 
1 201 | nee 


Für zı gleich 0, x, gleich x wird der Bogen 
(15.) AP= Yy?—a? 
und kann sehr leicht construirt werden. Beschreibt man näm- 
lich um A (Fig. 74) mit dem Halbmesser y einen Kreisbogen, 


welcher die X-Axe im Punkte 5 Fig. 74. 
trifft, und vervollständigt das \ v 
CHTEch OACDB, so ist \ / 


MAC Vy— —a?— AP. 

In ähnlicher Weise könnte 
man die Bögen AP, und AP; als 
gerade Linien AC, und AC; dar- 
stellen, deren Differenz 
(17) AG — AG =0G = PP; 
sein würde. 

Aufgabe 5. Man soll die Länge des Bogens OP bei der 
Uyklorde mit den Gleichungen 
(18.) z = alt — sint), y= all — cost) 
berechnen (Fig. 75). 

Auflösung. Aus den Gleichungen (18.) folgt 
(19.) dz = all — cost)dt, dy = asintdt, 

Fig. 75. 


Kiepert, Integral-Rechnung. 10 


146 $ 19. Rectification ebener Ourven; Uebungs-Aufgaben. 
(20.) ds? = da? + dy? = a?(1 — 2c08? + cos?t + sin?t)dt? 


er/al 
— 2a?(1 — cost)di? — 4a? sin? (5)ae. 


VE NE 
(24) os 2asin(;) dt = 4asın (5)? 6): 
folglich ist 


a) sale 
(0) 
—= 4a E — (08 ©) — 8asin? (2): 


Wird der Wälzungswinkel 7 gleich 27, so rollt der die 
Curve erzeugende Kreis einmal ab. Dadurch erhält man für 
den Bogen der ganzen Cykloide 


(28.) 32280, 
ein Resultat, das schon bei der Krümmung der Curven (D.-R., 
Seite 429) ermittelt wurde. 


P% 


t 
0 


Fig. 76. Aufgabe 6. Man soll die 
DB Länge des Bogens BP bei der 
ge Astroide mit den Gleichungen 


N (24.) z= acoset, y= asindt 


9.4 \ 

2 / \ 

N \ 
zi | % 
| | 
\ S : R z | 
N : FE / 


berechnen (Fig. 76). 


Auflösung. Aus den Glei- 
chungen (24.) folgt 


r | dx = — 3a cos?tsintdt, 


| = 6 | dy= + 3asin’tcostdt, 
(26.) ds? = dx? + dy? 
— 9a? sin?tcos?t(cos?! + sin?!)dt? 
— 9a?sin?t cos?tdt?, 
also 
(27.) ds = + 3asintcostdt. 


Hierbei ist das untere Zeichen zu nehmen, weils zunimmt, 
wenn ? abnimmt. Dies giebt 
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t 
E: ar at 
(28.) s=— 3a [sintoos idt = — 5 sin |_ 
2 


3a >” 34a 
— —_ (1 — Zu = cost. 
5 (1 — sin?t) 5 


Für ? gleich 0 wird s dem Quadranten BA der Astroide 
gleich, nämlich 


(29.) s—= —- 


Aufgabe 7. Man soll die Länge des Bogens AP der Kreis- 
evolvente mit den Gleichungen 
[ x = «cost + tsind), Be 
| y = afsin? — tcost) 
berechnen (Fig. 77). 


(30.) 


Auflösung. Aus den Glei- 
chungen (30.) folgt 
dz = atcostdt, 
ee | dy = atsintdt, 
(32.) ds? = da? + dy? = a?t?(cos?t + sin!)de? — a’t?dt, 
(33.) ds = atdt, 


t 


2 
(34.) = af. 


0 


Aufgabe 8. Man soll die Länge des Bogens AP bei den 
Epieykloiden mit den Gleichungen 


(35.) 2 = almcost — cos(mt)|, y= almsint — sin(mi)] 
berechnen (Fig. 78). 

Auflösung. Aus den Gleichungen (35.) folgt 
(36.) de = ma|— sint + sin(mt)]dt, dy = ma|cost — cos(mt)]dt; 
dies giebt, wenn man wieder m —1 mit » bezeichnet, 


10* 
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(37.) ds? = da? + dy? = 2m?a?[1 — cos(nt)]di? 
 ofnt 
— 4m?a?sin? (2) di, 
. (nt 4ma . (nt nt 
(38.) ds = 2masin (5) di = > sin(') 4%) ’ 


(£) 
9 YR 4ma [. >) 4% =. 4ma [ br NEN j 
(3 .) s= 54 sn(, >) Dez S (>)] 
(0) [ 
Ama € Sma . „(nt 
= —— [1 cos — = sin (G)- 
n 7% n 4 


TIER: Wird der Wälzungswinkel 
nt des rollenden Kreises gleich 
27, so erhält man für den voll- 
ständigen Bogen ACB (Fig. 78) 


(a0, ra 
R RN 


Ist » eine ganze Zahl, so 
schliesst sich die Curve; ihr 
Umfang U besteht aus » sol- 
chen Bögen, so dass man er- 
hält T 
Al) U RR ann 

Auch dieses Resultat ergab sich bereits bei der Krümmung 
der Curven (D.-R., Seite 432). 

Für den Fall »= 6, welcher durch die Figur dargestellt 
ist, erhält man also 
(42.) Er 

In dem Falle, wo = 1 ist, wird die Curve eine Cardiorde, 
deren Umfang also | 
(43.) U=16a 
ist. | | 

Aufgabe 9. Man soll die Länge des Bogens AP bei den 
Hypocykloiden mit den Gleichungen 
(44) 2= almcost + cos(mi)], y = almsint — sin(mt)] 
berechnen (Fig. 79). 
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Auflösung. Aus den Gleichungen (44.) folgt 


(45.) dx = ma|— sint — sin(mt)|dt, dy = ma|cost — cos(mt)|dt; 
Fig. 79. 


a \ n 


dies giebt, wenn man (in Ueber- 
einstimmung mit der früher 
gebrauchten Bezeichnung) m+1 
gleich » setzt, 
(46.) ds? = da? + dy? 

— 2m?a?[1— cos(nt) dt? 


’ t 
— 4m?a?’sin? 5) dt”, 


{ni 
(47) ds — Zmasin(',)di 


_ 4ma (&) .(), Mn 
1 en a | 
On) 


Wird der Wälzungswinkel »t des rollenden Kreises gleich 
27r, so erhält man für den vollständigen Bogen ADB (Fig. 79) 
(49.) N ne 10} 

NR RN 

Ist » eine ganze Zahl, so schliesst sich die Curve; ihr 
Umfang U besteht dann aus » solchen Bögen, so dass man 
erhält 
(50.) U=8(n —1)a. 

Für den in Figur 79 gewählten Fall, in welchem » gleich 
3 ist, erhält man z.B. 

(51.) U = 16a. 

Bei der Astrorde hat man » gleich 4 zu setzen und erhält 

(52.) ENTE 
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Aufgabe 10. Man soll die Bogenlänge bei der Neil’schen 
Parabel berechnen (Fig. 80). 


Fig. 80, Auflösung. Die Evolute der 
Parabel 
(53.) 0. 29% 
ist bekanntlich (vergl. D.-R., 
Seite 423) 
(54.) F (2, y) SB 


27 py? — 8(2 on =(, 
eine Curve, welche man auch die 
„Neil’sche Parabel“ nennt. Zur 
Berechnung der Bogenlänge bei 
dieser Curve bilde man zunächst 


(90.) F=— 242 —p), I2= ö4py, 
folglich wird 


ee N 
a N Ipy 
also mit Rücksicht auf Gleichung (54.) 


67) (2 er Ps year pt2x 


(56.) 


81p*y? 3p 3p 

(re \ 
z _Y3p 
Setzt man daher 
(58.) Vp+2:=t ao p+ 2 =, de= td, 
so erhält man 
(x) 
J 

59.) s= — Pin 3 A 31) 
( ) Var. Pp np V3p BP) 355 IE 
oder 

1. ar 
(60.) ag [2x + pP)V2x + p — 3pV3p). 


$ 20. Rectification ebener Curven bei Polarcoordinaten. 15i 


Se 
Rectification ebener Curven, deren Gleichung auf 
Polarcoordinaten bezogen ist. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 100.) 

Bei Anwendung von Polarcoordinaten sei die Gleichung 
einer Curve AP (Fig. 81) 
(1.) r=F (p), 
dann ist auch die Länge s des Bogens AP eine Function von 
y, denn der Bogen wächst gleichzeitig mit dem Winkel g. 
Nimmt man sogleich an, dass der 
Zuwachs POP, von g unendlich 
klein ist, und bezeichnet denselben 
dem entsprechend mit dy, so wird 
auch der Zuwachs PP, oder ds 
des Bogens unendlich klein. Be- 
schreibt man daher um O mit 
dem Halbmesser OP gleich r_ 
einen Kreisbogen PQ, so kann / 
man das rechtwinklige Dreieck ww a a | 
PQP, als ein geradliniges Dreieck © 
betrachten und findet nach dem 
Pythagoräischen Lehrsatze, wie auch schon früher gezeigt wurde, 

PP OP + PQ, 

oder (vergl. D.-R., Formel Nr. 108 der Tabelle) 
(2.) ds? = dr? + r?dg?. 

Dies giebt 


(3.) ds = Var? + radp— dp C2 BER, 


also, wenn man die Grenzen sogleich mit 9. und gs» bezeichnet, 


PR er 1. 
dr ‘2 A 
(4.) | Ss = ara) +r?. 


Man kann natürlich statt 9 auch andere Integrations-Ver- 
änderliche einführen. Sind z.B. r und 9 beide Functionen von 
t, so folgt aus Gleichung (3.) 


Fig. 81. 


a 
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(5.) ds = Var? + r?dy? = a) + +n(e), 


und für 2 gleich r 


= dp. 
(6.) ds. — dr y: + le) ; 


dies giebt 


> =fay + (7 a fayı re) 


8 21. 
Uebungs-Beispiele. 
Aufgabe 1. Man soll die Länge des Bogens bei der Archr- 
medischen Spirale mit der Gleichung 
(1.) r=agp 
berechnen (Fig. 82). 
Auflösung. Aus Gleichung (1.) folgt 
Fig. 9. (2.) dr = ady, 
ds? = dr? + r?dg? 
= al + y)dp, 
He: Be wird 


2 (3.) a A z 


(4) s= aJdyyi +P%. 


Dies giebt nach Formel Nr. 
86 der Tabelle 


=) 


N Ein p2 
6.) s=al® YıH +, 1g +VIHR)| 
oder 2. 


ER ge 2 Tags 2 + V1+92 
(54.) s 5 E27 + 9° — yıYl+Qı U Ve =] 


SV Era A 


2a rn +Ve-+r? 
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Aufgabe 2. Man soll die Länge des Bogens bei der Ayper- 
bolischen Spirale mit der Gleichung 
bern —a, Soden ag 
berechnen (Fig. 83). 

Auflösung. Aus Gleichung (6.) 
folgt 
(7.) dr =— ay?dy, 
(8) . ds?= dr? +.r?dgy? 

= Hy + pp, 


9)  d= „VIt PR. dp, 
pa P2 
00) = Ft ef Sy ee el! 
“pP Vl+p ZVirY 
Dies giebt nach den Formeln Nr. 31 und 23 der Tabelle 


Pu 
EKt2} = al— ete + 1l(y +V1+99)| 


pı 


= - Ve+r+al GER IE 


a 


also 
BEN SEE PNA, 
(12) s=Valtr! — Verf? + erh ae LOBEN 
r,(a+Va? + rı?) 
Aufgabe 3. Man soll die Länge des Bogens bei der loga- 
rithmischen Spirale mit der Gleichung 
(13.) r= e Fig. 94. 
berechnen (Fig. 84). 


Auflösung. Aus Gleichung (13.) 
folgt 
(14.) dr = eP .adp = ardy, 
oder 


(14a.) dp = — 
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(15.) ds? —= dr: + r?dg? == dr(1 +5)) 
(16.) ds = a Be = & Ve Pe 
dies giebt 


(17.) u GER) > ef r a1. 
a a 


Aufgabe 4. Man soll die Länge des Bogens AP bei der 
Parabel mit der Gleichung 
| 
(18.) 7 i =dq "oo 5) oder r= 


berechnen (Fig. 85). 
Fig. 85. Auflösung. Aus Gleichung (18.) folgt 


Ne (ach 
asin()dy 
en en) 

p 
cos(%) 


(20.) ds? = dr? + r?dg? = 
p 


(19.) an 


bay Her Er ) 
a 
cos ( 2) 
also, wenn man = 2 setzt und die For- 
meln Nr. 72 und 39 der Tabelle beachtet, 


p 
(9 
©, 
Sao er 2 


3 
cos? ($) f 2 
0 


/ 
— ar Sin +21 ee (7— JR 
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. (9 
asın & 


ae Le a TERANK 
(23.) Zr Gu [cte( 2 )) 


Aufgabe 5. Man soll die Länge des Bogens AP bei der 
Cardioide mit der Gleichung 


(24.) n> L a°cos(%.); - Br R 
oder | 
(24a.) r— ac03 (2) 
berechnen (Fig. 86). 


Auflösung. Aus Gleichung 
(24a.) folgt 


(25.) dr = —acos(%)sin(% dp, 
(26.) ds? = dr? + r?dg? 


o ale u [F — 2 > 
= 47008 SEN >) + c0o8 ( .)) dp? = a? cos ( rag : 


2 '= p P 
(27.) ds = aC08 (S)d% 7 cos(%)a(5): 


5A 
88 P\LP\ _  (P\. 
(28.) = 2a Jeos (3)2() An sn(%) 
0 


Für 9 gleich erhält man die Länge des Bogens APO, 
nämlich 
(29.) s—=2a, 
d.h. der Bogen APO ist dem Durchmesser des in Figur 86 der 
Cardioide umschriebenen Kreises gleich. 


oder 


Aufgabe 6. Man soll die Länge des Bogens OP bei der 
Crissoide mit der Gleichung 
ın?2 
(30.) Ba 
COSY 


berechnen (Fig. 87). 
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Auflösung. Aus Gleichung (30.) folgt 
2asng(l-+ cop)dp 


(31%) dr = CO 
„ 4asin’o(ll + 3co’p)dp 
2, pe im 
(32.) ds dr? + r?dp? = Cost 
also 
N (33.) ds = SasinpdpYi1-+ Scos®’p 
W U E COS?p 
Setzt man 
(34.) V3.0089=1t, 
also 
— V3sinpdyp = dt, 
so wird 
F 3aV3.dVı+ 
(35.) ds == — aa WE ’ 
(p) y 
— /dV1+% 
36: = — LEN 
De 2 


z -- will, VIER ee) Y® 


folglich erhält man mit eh. auf die Formeln Nr. 31 und 
23 der Tabelle 


(37.) s—— 2ay3| — VAzbi@ ie + Id va! + 9], 
oder 


(38.)s 2a Be eye a en) )]: 
cos p DER V3 


(p) 


(0) 


V. Abschnitt. 
Complanation der Rotationsflächen. 


SR 
Berechnung des Flächenelementes bei einer Rotationsfläche. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 101 und 102.) 

Rotirt eine Curve mit der Gleichung 

(1.) y=f(«) 
um die X-Axe, so beschreibt der Bogen AP (Fig. 88) eine 
Rotationsfläche, deren Oberfläche O eine Function von x ist. 
Wächst nämlich z um die Fig. 88. 
Grösse QQı gleich Az, so 
wächst auch die Oberfläche um 
denjenigen Theil #0 der Ro- 
tationsfläche, welcher bei der 
Rotation von dem Bogen PP, 
beschrieben wird. 

Zur Berechnung von JO, 
betrachte man zunächst den 
Mantel des Kegelstumpfes, 
welcher bei der Rotation von 
der Sehne PP, gleich /#s beschrieben wird. Der Mantel 
dieses Kegelstumpfes ist nach bekannten Sätzen aus der Stereo- 
metrie 
(2.) M=zrOR-TFOLPNERR 

2 ze(y + Yı) AS: 
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Rückt nun der Punkt P, dem Punkte ? unendlich nahe, 
so fällt der Bogen PP, mit der Sehne PP, zusammen; dabei 
geht 4s über m ds und limy, wird gleich y; folglich findet 
man für das Oberflächenelement dO aus Gleichungen (2.) 

(3.) dO = 2rswyds. 

Daraus ergiebt sich durch Integration 


(4.) O = 2n/yds, 


wobei die Grenzen mit x, und z» bezeichnet sind, weil man z 
als die Integrations-Veränderliche betrachtet. 

Auch hier kann man das bestimmte Integral als eine Summe 
von unendlich vielen, unendlich kleinen Grössen betrachten, 
und zwar sind die einzelnen Summanden Mäntel von Kegel- 
stumpfen mit der Seitenkante ds, begrenzt von zwei Kreisen 
mit den Halbmessern y und y + dy. 


Rotirt die Curve um die Y-Axe, so erhält man in ähnlicher 
Weise für den Flächeninhalt der Rotationsoberfläche durch Ver- 
tauschung von = mit y 


Ya 
(5.) Or su /xds. 


Yyı 
Die auf diese Weise ausgeführte Berechnung der Ober- 
fläche nennt man: „Complanation der Rotationsflächen“. 


8 23. 
Vebungs -Aufgaben. 

Aufgabe 1. Man soll den Flächeninhalt einer Augelzone 
berechnen (Fig. 89). 

Auflösung. Rotirt der Bogen PP, des Kreises mit der 
Gleichung: 
(1.) 2+y=a:, oder 2= Va —y? 
um die Y-Axe, so beschreibt er eine Kugelzone, deren Ober- 
fläche nach Formel Nr. 102 der Tabelle 
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Fig. 89. 


Y, 
2 a In /xds 


Yı 
wird. Dabei folgt aus Glei- 
chung (1.) 
ydy 
3 d. — sg 
( ) - Ve®—y? 


(y? 4 a2 —- y?)dy? 


2 —_ 

(Areas = ap 
a?dy? 
2,78 yp’ 
Rh) ds en ee 
Ve—y * 
(6.) | zas — adı, 
Ya 
17) O = 2an /dy = 2an(yg — yı) = 2arıh, x 
Yı 


wenn man die Höhe ya — yı der Kugelzone wieder mit % 
bezeichnet. 

Setzt man ys gleich + «a, yı gleich — a, also A gleich 2a 
so erhält man für die Oberfläche der ganzen Kugel 
(8.) Or a. 

Aufgabe 2. Man soll die Oberfläche des Rotationsparaboloids 
berechnen (Fig. 90). 


Auflösung. Die Gleichung der Fig. 90. 
Parabel ist 


(9.) 1 207, 
daraus folgt 


(10.) ARE 


ds y' 

Pt p°+2px | 
(11,) (z )= ne \) 
(11a 1) - re + 2px, 


(12.) yds = dx Yp? + 2px. 
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Setzt man 
(13) Ver+%pe=t ao Pe +Bpr=t, pde=idı, 
so wird 
(14.) yds — a ) 
also nach Formel Nr. 101 der Tabelle 


% (x) 
re  eyemrej 
MSN 2m fyds — fi di = 7 I(Vp? + 2px) l 
0 (0) 
Dies giebt mit Rücksicht auf Gleichung (9.) 


(16.) 0= le + yP)VYp®+y? — pP]. 


Aufgabe 3. Man soll die Oberfläche des Rotationsellipsords 
berechnen (Fig. 91). 


Auflösung. Die Gleichung der 
Ellipse ist 
(17.) 9? + @y — 9” — 0; 
daraus folgt 
dy b?r 


A (18.) FR ey ) 


(19.) (z )= >= I 


w Be — 2x?) 


Fig. 91. 


a? 
ds b . 
(20.) ri By Va ea: 
(DI) Was: — ie HR 2 nn Ver— E22, 
(x;) 
(22.) Zi / d(ex) V at — e!a? 
a?e 
(&) 


Dies giebt nach Formel Nr. 80 der Bapelleı wenn man «a? 
mit a* und z mit ex vertauscht, 


Ob feet.» — — 4 ö 
(23.) 0=7 E Vt—err+ > are in(”, ) 


ae 
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Für x, gleich « wird 
V#t— &r? — aVa — e = ab; 
deshalb erhält man, wenn man Gleichung (23.) mit 2 multiplieirt 
und x, gleich O setzt, für die ganze Oberfläche des Rotations- 
ellipsoids 


(24.) E— la ?be + STE ) 


— 2b? = —— = aresn(2)- 
& d 


Man kann sich davon überzeugen, dass der gefundene Aus- 
druck die Oberfläche der Kugel liefert, wenn die rotirende 
Ellipse in einen Kreis übergeht, wenn man also a gleich 5 und 
e gleich 0 macht. Allerdings nimmt dann das zweite Glied die 
Form 2 an; setzt man aber 


ea, 
so findet man nach der Regel, welche für die Berechnung von 
solchen unbestimmten Ausdrücken in D.-R., Seite 290 ange- 


geben ist, 
1 


„are arcsinz .., V1—2? 
(25.) lim [© - arc sin(; )=1 — tg HL —ul 
e=0 air: 1 
und 
(26.) limO = 2a?:r + 20? = Aa?rn. 


b=a 


Aufgabe 4. Man soll die Oberfläche des Sphäroids be- 
rechnen (Fig. 92). 
Auflösung. Aus der Gleichung Fig. 9. 
(17.) der Ellipse folgt 
da a?y 


> ne 
27.) dy 62x 


bir? + aty? 


_ He) 
== Br? ö 


Kiepert, Integral - Rechnung. 11 
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(29.) day me Vi + ey? Yy, 
1.d Zur oe . ey) 1,3 — > 
(30) abs= Vi +ep- u Va 
2 (v,) 
2a 
(31.) 0) „=== ER = fat (ey)V hi a e” ur: 


(yı) 
Dies giebt nachı Formel Nr. 86 der 'Tabelle, wenn man a? 
mit ö* und x mit ey vertauscht, 


Ya 
DAT 


u |EVE Her + + Ve Fe] . 


J 


GERMMBFE= 


Für y. gleich 5 wird 


VFrep-byVPFe@=a; 
deshalb erhält man, wenn man Gleichung (32.) mit 2 multiplieirt 
und yı gleich O0 setzt, für die ganze Oberfläche des Sphäroids 


(33.) RE ee | a8 ar (25 + a 


IE 20h a+e 
u Ya?7t — 13 
A 


(a +e)? ia He) rare 


b? a? — e? DR 


Nun ist 


folelich kann man den Ausdruck für O auch auf die Form 
bringen 
a- ) 


ae) 


(34.) 0 = 2a + ( 


Auch hier kann man sich davon überzeugen, dass der ge- 
fundene Ausdruck die Oberfläche der Kugel liefert, wenn die 
rotirende Ellipse in den Kreis übergeht, wenn man also a gleich 
db und e gleich 0 macht. Allerdings nimmt das zweite Glied 
wieder die unbestimmte Form 2 an; setzt man aber 

e —= ud2, 


so findet man nach der Regel, welche für die Berechnung von 
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solchen unbestimmten Formen in D.-R., Seite 290 ange- 
geben ist, 


(es er 
(35.) an Aal = 5)= lim 2 im IC #2) NT 
—() un „ 2 
FM _ 
— lim! ce 9 
und 
(36.) lımO = 2a? + adı .2 — Aa. 


b=a 


Aufgabe 5. Man soll die Oberfläche des zweischaligen 
Rotationshyperbolords berechnen (Fig. 93). 
Fig. 98. 


Auflösung. Die Gleichung der Hyperbel ist 
(37.) b?2? — a’y? — ab? — 
daraus folgt 


(38.) EIER 
de a’dy ; 
ee 
da we aty? 


(40.) 


b.de Set : ADER HE 
(41.) yds = — Ver — a— 5..d(ex) Ve? a 


(42.) 02 a fleoy or: Er 


5 11* 
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Dies giebt nach Formel Nr. 86a der Tabelle, wenn man 

a? mit a* und x mit ex vertauscht, 
Aa ia ame 2 
Fe FV* — — „lee + Yez — | : 


% 


(43.).20,.— 


Setzt man z, gleich « und 22 gleich x, so wird 
Ver —- t=aV®— =ab, 
und man erhält für die von dem Bogen A7 bei der Rotation 
beschriebene Fläche 


a rn) ab (a 
(44.) O Vera ee, ) 


Aufgabe 6. Man soll die Oberfläche des einschaligen Rota- 
tionshyperboloids berechnen (Fig. 94). 


Fig. 94. 


Auflösung. Aus der Gleichung 
„ 87.) der Hyperbel folgt 


En 
de _ a? ay 
(45.) a 
2 bir? 4 aty? 
Ei ) (2)- be 
a?(b* + e?y? ) 
>; ıb4y2 I 
(47 ds "Vor + re, 
/ \ I uy Zr N, 
Bd: ————— —— . d(e ——— 5 
(48.) ads = : Fi Ve" + ey = a Vb-+ ey, 
(y.) 
Dart 
(49.) Dr fen Ve te. 


a 
Dies giebt nach Formel Nr. 86 der Tabelle, wenn man a? 
mit d* und z mit ey vertauscht, 
ey an a, N 
E Vo+ey+ > ey +YVbt + ep] ; 


Yı 


Dart 


B0RO De 
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Für yı gleich 0, y» gleich y erhält man daher 
61) 0 =, VB + eyP+ — LER Re REED RNBNEE I). 


Aufgabe 7. Man soll die A des Körpers berechnen, 
welcher durch Rotation der Kettenlinie mit der Gleichung 


(52.) y- Az ee Ä 
oder 3 
(52a.) ee : FE a) 
um die X-Axe entsteht (Fig. 95). 
Auflösung. Aus Gleichung Fig. 95. 


(52.) folgt 


I E er 
(53) = Meere a), 
%2 


(54.) 0 = au fyds 
hen 
27 
ße a12+e ° de 


arfa 22 ak 

1°. Ben te, 2] - 
2 2° y% 

7 


oder mit: Rücksicht auf die Gleichungen (52.) und (52a.) 


(55) 0=a|s Eee a “er. ra] 


2 


= alyVy—a+ ar], 


= n[yYy?— a FyıYy?—a + al — zn). 
Hierbei gilt das obere oder das untere Vorzeichen, jenach- 
dem x, positiv oder negativ ist. 
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Aufgabe 8. Man soll die Oberfläche des Körpers berechnen, 
welcher durch Rotation der OyAlorde 


Fig. 96. 


z=at—sint 
56.) J ( } 

\y=al— cos?) 
um die X-Axe entsteht 
(Fig. 96). 


Auflösung. Aus den 
Gleichungen (56.) folgt 


2] 
(02, ds on (5) dt, 


et t 
as Addon 
(58.) yds = 2a’(1 — cost)sin (5 )@ — 4a” sin (5 ya 


Dies giebt 


t 
; t t 
m 2 nal — er 
(59.) 0100 sin (5)2(5) 
0 


) 


( 
& t t 
N, Be EN, = 
16177 «f F COS 5) COS (5) 
(0) 


t 


ee t 2% ( [2 )) 
— 16a |oos (5) „ 608 3 
2 16a?7r t R >)! 
a: E 3Cos (5)+ COS G 


Für 2 gleich 27 erhält man die Oberfläche, welche bei der 
Rotation von dem ganzen Oykloidenbogen OMA beschrieben 
wird, nämlich 


16 64a°sr 


(60.) ea E 


a?7r 2 
3 (2 +3 — 1) = 


‘ 
e 


Aufgabe 9. Man soll die Oberfläche des Körpers berechnen, 
welcher durch Rotation der Astroide 


(61.) LIRIatoseL, Hase 
um die X-Axe entsteht (Fig. 97). 
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Auflösung. Aus den Gleichungen (61.) folgt 
(62.) ds = — 3asintcostdt, 
(63.) yds = — 3a?sin!t costdt. 


Fig. 97. 


Dies giebt für die ganze 
Oberfläche 


(64.) O = — 12a? Ssinttcostdt, \ 
7 N 
oder ee 
a \// / 
= * / 
(65.) O= + 12a? Ssint .d(sint) N / 
T \ \ ah 
E4 Page 
2120. s] 2 12a’ 
== —— [sin Laer 


Aufgabe 10. Man soll die Oberfläche des Körpers berechnen, 
welcher durch Rotation der ZAreisevolvente 


(66.) z —= a(cost + tsint), y= alsint — tcost) 
um die X-Axe entsteht. 
Auflösung. Aus den Gleichungen (66.) folgt 


(67.) ds = aldi, 
(68.) yds = atsint — t?cost)dt, 
t 
(69.) 0 = 2a? /(tsint — 1? cost)dt. 
1) 


Setzt man 
Br dv =costdt, also du=2id, v—sint 
in die Formel Nr. 67 der Tabelle, nämlich in die Gleichung 


(71.) Judo — uv — fodu 
ein, so erhält man 
(72.) Str eost dt = f?sint— 2 JS 1sintdt. 
Setzt man dagegen 
(75.) v=#H de=sinid, also du=dı, = — st 


in die Gleichung (71.) ein, so ergiebt sich 


(74) JStsinzdt = — teost + feostdt = — teost + sint. 
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Indem man Gleichung (72.) mit — 1, Gleichung (74.) mit 
+ 3 multiplicirt und dann beide Gleichungen addirt, findet man 


(75.)  Stsintdt — SR costdt = — Rsint — 3teost + 3sint. 
Deshalb wird 
(76.) O0 = 2a?n(3sint — 3tcost — Üsin?). 


Aufgabe 11. Man soll die Oberfläche des Körpers berechnen, 
welcher durch die Rotation der Cardiorde 
(77.)  z= al2cost — cos(2t)], y = a|2sint — sin(22)) 
um die X-Axe entsteht. 

Auflösung. Aus den Gleichungen (77.) folgt 


(78.) dx = 2a|— sint + sin(2t)]dt = tasin(,)eos(, ) dt, 
79. ı = 2alcost — cos(2Z)]dt = 4asin( — )sin er t 
(9) dy=2a| (29]dt = 4asin(5)sin(5 )dt, 
also 
(80.) ds? — 16a? sin? (5) de, ds =Aasın (5) dt, 
(81.) yds — 4a?[2 sint — sin(22)] sin(5) dt 

—= 8a? sinZ(1 — cosi)sin (5) di 


t t z t 
— 2992 c1ndl —_ [= —— 21n4l —_ 1 Be 
—320-Sn OSIGL — 64a?sın (5)din(;) 


Dies giebt 


(z) 
ra LU Rt 
(82.) O0 = 128a?r Jsn(5) dsin (5) 
0 
u (] 
— —— |sw(Z 
d 2 N 


__ 128a%r 
TA 


VI. Abschnitt. 
Rectification der Raumeurven. 


8 24. 


Berechnung des Bogenelementes einer Raumcurve. 
(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 103.) 

Der Durchschnitt zweier krummen Flächen mit den Glei- 
chungen 
(1.) NR IA 
ist im Allgemeinen eine Raumcurve (vergl. $S 112 der D.-R.). 
Indem man aus den beiden Gleichungen (1.) die Veränderliche 
z eliminirt, erhält man 


(2.) Ha,y)=0, oder y=f(e) 

Dies ist die Gleichung eines Cylinders, welcher die Schnitt- 
curve in die XY-Ebene projicirt. Ebenso findet man durch 
Elimination der Veränderlichen y aus den Gleichungen (1.) 

(3.) a elera 2 ce, 

Dies ist die Gleichung eines Cylinders, welcher die Schnitt- 
curve in die XZ-Ebene projicirt. 

Setzt man noch für z irgend eine Function von einer vierten 
Veränderlichen {, so werden mit Rücksicht auf die Gleichungen 
(2.) und (3.) auch y und z Functionen von ?, so dass man die 
Raumcurve auch durch die drei Gleichungen 
(4.) z=flt), ya), *=Fslt) 
darstellen kann. Umgekehrt lassen sich drei solche Gleichungen 
auch immer als Raumcurve geometrisch deuten. 
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Um nun die Länge s des Curvenbogens AP zu- bestimmen, 
nehme man auf der Curve zwei benachbarte Punkte ? und ? 


Fig. 98. 


PR 


gehen bezw. über in 
ds, 


an und lege durch dieselben Ebenen, 
parallel zu den Coordinaten - Ebenen 
(Fig. 98). Dann erhält man ein 
rechtwinkliges Parallelepipedon mit 
den Kanten | 
het 


und mit der Diagonale 


5.) PP = Va) Hy y)Ha—): 

Rücken die Punkte P und ?ı 
einander unendlich nahe, so fällt der 
Bogen PP, mit der Sehne PP, zu- 
sammen, die (Grössen 


ae br ER 


dm, nd erde 


und aus der Gleichung (5.) ergiebt sich 
(6.) ds? = da? + dy? + d2?. 
Daraus folgt für die Länge 5 Bogens AP 


8 fü = Var’+d +d’= du ya) ur 2) + 9) 


Kür oleich t wird =. B 


o we @) 


$ 25. 


Uebungs -Aufgaben. 


Aufgabe I. Man soll die Bogenlänge bei der cylındrischen 
Schraubenlinie (vergl. D.-R., Seite 513 und 514) 


(1.) a OT N te(*) 


berechnen. 
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Auflösung. In dem vorliegenden Falle wird es zweckmässig 
sein, z, y und z als Functionen einer einzigen Veränderlichen 
g auszudrücken, indem man 


(2.) x = ACOSp 
setzt; dann folgt aus den Gleichungen (1.) 
(3.) DS ech, 


und man erhält 
(4.) de = — asinpydy, dy=acospdp, d2e= cdy, 
(3.) ds —= da” + dy? + d? —= (a? + c?)dp?, 


(6.) ds = dyVa +, 
er ea 25 
Sala ce: /dp = (m — 9) Va +. 
pı 


Dieses Resultat ergiebt sich auch daraus, dass die Schrauben- 
linie entsteht, indem man ein rechtwinkliges Dreieck mit den 
Katheten ap, cp und der Hypotenuse gYa?-+ c? auf den Kreis- 
cylinder 


N 
=] 
. 

dien 
v2 


22 + y?—= a? 
so aufwickelt, dass die Kathete ag mit der Basiscurve (d. h. 
mit dem Kreise) zusammenfällt. Die Hypotenuse bildet dann 
die Schraubenlinie. 

Aufgabe 2. Man soll die Bogenlänge bei der conischen 
Spirale 
(8.) EMI ENT Re 
berechnen. 

Auflösung. Die Projection der Curve in die X Y- Ebene ist 
eine Curve, bei welcher 9 der Winkel zwischen der X-Axe 
und dem Radius vector ist, denn aus den Gleichungen (8.) folgt 


= 
(9) = tgp. 
Die Projection hat daher die Gleichung 
(10.) DEU 2 zus oder 7 — e@t, 


d. h. die conische Spirale liegt auf einem Cylinder, welcher auf 
der X Y-Ebene senkrecht steht und die Zogarithmische Spirale 
zur Basiscurve hat. Ausserdem folgt aus den Gleichungen (8.) 
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2 


HU 
(7) a er 


die conische Spirale liegt also auch auf einem Kreiskegel, dessen 
Spitze mit dem Anfangspunkt der Coordinaten, und dessen Axe 
mit der Z-Axe zusammenfällt. 

Aus den Gleichungen (8.) findet man 


dx = e(acospy —SMY)dp, 
(12.) dy-= e'Vasiny + Cosy)dg, 
de — ehe 
Dies giebt 
(13.) d? = da? + dy? + d2 = e!t(a +1 + d)dg?, 
(14) d=e®#.dgVY1i+a@® + ae, 


P2 
ID st V1+a2+.a20fe U yi + a? + a2c2(e92: — e"Pı), 
Pı 


oder 


2 ed 2 
(16.) De ee 
dc 
Für einen ganzen Umgang wird 
(17.) pR=H+27, 23= celp +2) —z,. ern 
also 


(18.) las: —)VYi1+@+0ae. 


Zweiter Theil. 


VII. Abschnitt. 


Integration der gebrochenen rationalen 
Functionen. 


$ 26. 
Aecht gebrochene und unächt gebrochene rationale 
Functionen. 


Wie schon in der Differential-Rechnung (Seite 14) gezeigt 
wurde, lässt sich jede gedrochene rationale Function als Quotient 
zweier ganzen rationalen Functionen darstellen, d. h. sie lässt 
sich auf die Form 

a) Ar" Ar ARE An FA, 
1.) Se) amt + mM 4+ aa"? +... + An-ıT assı 
bringen. Hierbei sind die Coefficienten A, A,, As, -.. 4, a1, a2... 
beliebige constante Zahlen, und die Exponenten m und » sind 
beliebige positive ganze Zahlen. Den Coefficienten « der höch- 
sten Potenz von z im Nenner kann man immer gleich 1 machen, 
weil man, wenn a von 1 verschieden ist, Zähler und Nenner 
des Bruches durch « dividiren kann. Der Nenner f(x) soll 
daher in dem Folgenden immer die Form 
(2.) J(2) = a" =ig aa"! ar: ER = ae eh An—ıT at 7 
haben. 

Man theilt die gebrochenen rationalen Functionen in ücht 
gebrochene und wnächt gebrochene rationale Functionen ein, 
und zwar heisst eine gebrochene rationale Function „ächt gebrochen“, 
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wenn der Grad des Zühlers kleiner ist als der Grad des 
Nenners; sie heisst dagegen „unächt gebrochen“, wenn der Grad 
des Zühlers grösser oder mindestens ebenso gross ist wie der 
Grad des Nenners. 

Hiernach ist die durch Gleichung (1.) erklärte Function 


F(2) 


Fe) ücht gebrochen, wenn m <n, und sie ist unücht gebrochen, 
X 


wenn m >n ist. 


Satz. Jede unächt gebrochene rationale Function lässt sich 
als die Summe einer ganzen und einer unäücht gebrochenen ralio- 
nalen Function darstellen. Es ist also 


re 4(2) 
— och 
wo g(z) eine ganze rationale Function und der Grad von y(z) 
kleiner ist als der von f(z). 

Der Beweis des Satzes ergiebt sich einfach durch Division. 
Ist nämlich bei der Division von Fx) durch f(z) der Quotient 
gleich g(z) und der Rest gleich „(z), so ist 
(4.) Fa) = fe) 9) + y@), | 
wobei der Grad des Restes g(xz) kleiner gemacht werden kann 


als der Grad des Divisors ‚/(z). Aus Gleichung (4.) ergiebt 
sich sofort 


L = f +2), 
D. | 
Am besten erkennt man das Verfahren aus einem Beispiele. 
Es sei 


F(z) a ee 
I) x? + 22 —3 
dann erhält man durch Division 
2 +92 + 122 —-6=(® +: —3)(e +) t(ct+ 5), 
23 + 22°? — 3 
+ 72? + 152 — 16 
+ 72° -+- 14r — 21 
TS 


) 


oder 
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2° + 9x? + 122 — 16 2 +5 
d6. AA En. | oo 7 : 
(6.) x? + 22 — 3 Een N Pro eynaRr; 
In ähnlicher Weise findet man 
2x — 32° — 62°+342— 9 7z +11 


(7.) — (22°+32—5)+ 


22 —3c +4 22 32 +4 


8.27. 


Zerlegung der ächt gebrochenen rationalen Functionen in 
Partialbrüche, wenn die Wurzeln der Gleichung /(x%) = 0 
sämmtlich von einander verschieden sind. 

(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 104.) 

Nach dem im vorhergehenden Paragraphen bewiesenen 
Satze kommt es bei der Integration der gebrochenen rationalen 
Functionen nur auf die Integration der üöcht gebrochenen ratio- 
nalen Functionen an; denn, wäre die vorgelegte Function unächt 
gebrochen, so könnte man sie in eine ganze und in eine ächt 
gebrochene rationale Function zerlegen. Die Integration der 
ganzen rationalen Functionen ist aber bereits auf Seite 18 in 
S 4 erledigt. 

Die Integration der öcht gebrochenen rationalen Functionen 
kann man durch Zerlegung in Partialbrüche ausführen, wobei 
der Generalnenner der einzelnen Partialbrüche /(z) sein muss. 
Deshalb muss man hier die Zerlegung der ganzen rationalen 
Function f(x) in lineare Factoren benutzen. In S 82 der Diffe- 
rential- Rechnung (Seite 367) war nämlich der Satz bewiesen 
worden: Jede ganze rationale Function n‘" Grades lässt sich in 
n lineare Factoren zerlegen. Es ist also 


1) fSea)="r +"! +? +. + mac Ha 
= (e — u) (2 — 2) (@e — 23). (ce — m), 
und zı, 22, 23,...2„ sind die Wurzeln der Gleichung 
(2.) fo) = 0. 
Für das Folgende muss man zwei Fälle unterscheiden, 


jenachdem diese Wurzeln zı, 23, 23...2„ sämmtlich von ein- 
ander verschieden sind oder nicht. 
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Hier möge zunächst der erste Fall behandelt werden, wo 
die Wurzeln der Gleichung (2.) sämmtlich von einander ver- 
schieden sind. Um die vielen Indices zu vermeiden, mögen dabei 
diese Wurzeln mit a, d, e,...%, 2 bezeichnet werden, so dass 
die Gleichung (1.) übergeht in 
(3.) fl) =(«— )(e—b)(e — e)...(e— Ale —)). 


Es soll dann gezeigt werden, dass die öcht gebrochene rationale 


Function j auf die Form 

2a, KA R, C a Fe 
@.) fe) ae, ee an; 
gebracht werden kann, wobei die Zähler A, B, C,... K, L der 
Partialbrüche eonstante Grössen sind. 


Beweis. Es sei 
5.) Sıla) = = a: 2 — b)(e —e)...(@—A)(@—!), 


dann ist ar nur e eine ganze Function (nr — 1)!" Grades; 
ferner sel 


Y(a) 
6. se 
&2 Fila) 
Nach diesen Festsetzungen wird 
__ plz) Fıla) — Yla)Fılz) 
(7.) plz) — Afıla) = Fre n 
gleich 0 für z=a, so dass nach: Satz 2 in 8 82 der D.-R. 
(Seite 366) (x) — Afı(z) durch z— a theilbar sein muss. 
Man erhält also 


Chr u plz) — Afılz) = (e — )yılz), 


oder 

ya) = Afıla) + (@ — a)yıle), 
wo gı(z) eine ganze rationale Function von x ist, deren Grad 
höchstens gleich n— 2 sein kann. Hieraus folgt 


(0,29 Zeh Res 


F(e) (e — a) Fıl®) 2 Aa 


Dabei ist - Filz) nach den gemachten Angaben wieder eine ächt 


Fı@) 
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gebrochene rationale Function, welche aber einfacher ist als 


(£) 


st denn fı(z) ist nur noch vom Grade » — 1, und yı(z) ist 
höchstens vom Grade 2» — 2. 


In derselben Weise kann man jetzt zeigen, dass 


Yılz) b p2(X) 
10. = 
ve Fi) 357 Se)’ 
wo fa(z) vom Grade a— 2 und gsa(x) höchstens vom Grade 2 — 3 
ist. So kann man fortfahren und findet die Gleichungen 


pl) 0 p3(z) 


Se} 


LEN  z—e Ja) 


(11.) Be Ta Ar u) 
Inka) z—h' Fnr@) 
Pn_ılz) x L 


Fl) 2—1 
Addirt man die Gleichungen (9.), (10.) und (11.) und lässt 
die Glieder fort, welche auf beiden Seiten der Gleichung stehen, 
so erhält man 
an 2A B C K L 


a a er a 


LER 


Dieser Beweis liefert sogleich den Werth von A; es ist 
nämlich 


_ Ya) _ y(a) 
 - —fila) (a—d)(a—e)...(a — A)(a— |) 
In derselben Weise, wie A aus se berechnet ist, könnte 
Filz), 4:(2) & 
’ eb: (At - berechnen. Dazu würde 
man jetz aus 2 Ale y 
yılz) vr). 


- erforderlich sein, 


aber erstens die Bildung von 


Fe) Sea) 
und zweitens könnte man leicht glauben, dass die durch Glei- 
chung (12.) erfolgte Zerlegung in Partialbrüche verschiedene 


Resultate liefere, jenachdem man zuerst das Glied ee r oder 


Kiepert, Integral-Rechnung. 13 
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ein anderes absondert. Dies ist aber nicht der Fall, es gilt 
vielmehr der Satz: Die Zerlegung in Partialbrüche ist eın- 
deutig;, d.h. die Werthe von A, B, C,... K, L sind unabhängig 
von der Reihenfolge, in der man sie herleitet. Multiplicirt man 
nämlich Gleichung (12.) mit 
I) = («— a) (e —b)(e — ce)... —A)(e— |), 
so erhält man 
(14) gl) = Aa —b) (e — c).:.(2« — k) (2 —}) 
+ Be — a) (e — c)...(e— k)(z — |) 
+ (le — a)(® —b)...(e — k)(e — |) 
E . . . . . . . . . . B . 
+ Kl — a) (@« —b)... (@« —ı) (ce —) 
+ L@ — a) (2 —b)...(x — 1) (2 — #). 
Setzt man in dieser Gleichung der Reihe nach 
2=u mb ale Re 
so wird 
la) = Ala — b)(a—c)...(a — ke — 2), 
| De a)(b — c).. Be 
(15.) 1": Del —uAG £ x == 2 ...(e — %) (= 2. 


Fi) ern ee ee 
Dies giebt 


r n 4 (a) We 
(a—b)la—c)...(a— kyrla- 2 
RER Fb) 
(b— a) (db —c)...(d—A)b—) 
(16.) ne plc) 


en en) 


PIE U 
Ze bye (En 


Man erhält also für die Zähler der Partialbrüche genau 
dieselben Werthe, gleichviel ob man mit der Absonderung des 
betreffenden Partialbruches anfängt oder nicht. 


- 
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Die Gleichungen (16.) lassen sich noch etwas einfacher 
schreiben. Es war nämlich 


1 Io) 
}: (a) 
wobei nach Gleichung (5.) 
ne 
oder, dasylar = 0 ist, 
(17.) Fıl) = N Eee) BL 


Hieraus folgt (vergl. D.-R., ve Nr. 15 oder S1 der Tabelle) 
2 


ka) tim 4 2 2 (@) zum: EN 
also 
(a) 
(18.) Mn 
| Fa) 
und ebenso 
ER ae EL an eh 


Be or a AB 
Für die Ausführung der numerischen Berechnung ist das- 
selbe Verfahren wie bei dem oben gegebenen Beweise am meisten 
geeignet; man schaffte also in Gleichung (12.) durch Multipli- 
cation mit 


fa) = (2 — )( —b)(e — ce)... ce — A)(e — |) 
die Nenner fort, um die Gleichung (14.) zu erhalten, aus der 
sich dann die Werthe von A, B,C,...K, L unmittelbar 
ergeben, indem man bezw. 
x—=d, IE RN ER EEE Dh 
einsetzt. 

Man kann allerdings zur lee der Grössen A, B, 
C,...K, L auch das folgende Verfahren anwenden, das ee 
in dem allgemeineren Falle noch in Betracht kommen wird, wo 
die Wurzeln von f(z) nicht alle von einander verschieden sind. 

In Gleichung (14.) ist die linke Seite höchstens vom Grade 
n--1; ebenso ist die rechte Seite eine Function vom Grade 
n —1, die man sich nach Potenzen von x geordnet denken kann. 

a2 
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Da die Gleichung für alle Werthe von x gilt, so müssen die 
einzelnen Coefficienten der linken Seite gleich sein den gleich- 
stelligen Coefficienten auf der rechten Seite, welche lineare 
Functionen (d. h. Functionen ersten Grades) der gesuchten 
Grössen A, B,C,...K, L sind. Nun hat aber eine Function 
(a — 1)ten Grades im Ganzen » Coefficienten. Man erhält also 
nr lineare Gleichungen mit » Unbekannten, welche sich in diesem 
Falle stets auflösen lassen. 


Am besten wird man dieses Verfahren durch die Behand- 
lung einiger Aufgaben verstehen. 


192° 70295 
—— — in 


Aufgabe I. Man soll den Bruch Ar E26 


Partialbrüche zerlegen. 


Auflösung. Man setzt den Nenner gleich Null und erhält 
dadurch die Gleichung 


(19.) 2? — 6° — 132 +42 =0. 

Löst man diese Gleichung auf, so ergeben sich folgende 
Wurzeln 
(20.) ah 


deshalb wird 
(21.) le Ele - 2). 
Hieraus folgt 


152? — 702 — 95 152? — 702 — 95 
(22.) Ta AST —_ 
22 — 62? — 132 +42 (e—T)e+3)@ — 2) 
we b C 
re m a gr); > >. 


Um die Werthe von A, B und C’ zu ermitteln, schaffe man 

die Nenner fort, indem man Gleichung (22.) mit 
2 — 62° — 132. +42 = (2 — 7) +3) (a — 2) 
multiplicirt. Dadurch erhält man 
(23.) 152? — 702 — 95 = A(x + 3) (e — 2) 
+ Be — 7) (ce — 2) +02 — 7) (c+ 3). 

Da diese Gleichung für alle Werthe von x gilt, so findet 

man daraus für z=7 


in ie ee EEE 
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1 Pl ll See 
| 

250. — 50.8, oder "B’—=5, 
Birds lure 2,9 

— 179 = =250, ‘oder 70:7, 

folglich wird 
152? — 70x — 95 3 5) 7 


EIRTE TRERN erae 


(24.) 


Man Kann auch die rechte Seite von Gleichung (23.) nach 
fallenden Potenzen von z ordnen und erhält dann 
(25.) 152? — 702 — 95 
— 2”(A+B+ O)+2(A—9B—4C)+(—6A+14B— 210) 


Diese Gleichung gilt für jeden Werth von z, folglich müssen 
die Coefficienten gleicher Potenzen von x auf beiden Seiten dieser 
Gleichung einander gleich sein, d.h. es muss 


(26.) A+B+C=15, 
(27.) Me 4B. A070; 
(28.) —_64+ 14B—-210=— 9 


sein. Löst man diese Gleichungen für A, BD und C auf, so 
ergiebt sich wieder 


(29.) PIE Ss = la 
Zu demselben Resultate kommt man natürlich auch durch 

Anwendung der Gleichungen (18.) und (18Sa.), indem man 

(30.) en BO ee 


Be ae ET Rch 


setzt. In dem vorliegenden Falle ist 


(312 OH Mey. 
und 
(32.) Ki2)— 32-127 -—13; 


dies giebt 
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_ 40) 2 2718.4979 70WN Saal 
Ba Dr 


_ple=3t16, Br TOR Br IE ol 


(33. rum E 99:2 ln 
en fl), 3.09 2.19 8220 “ 
BEREIT nr) _ - 
EFHRr- 8A 2 De Be 
a > are A > 
Aufgabe 2. Man soll die Function EN! Partialbrüche 
zerlegen. 
Auflösung. Hier ist 
(34.) Se) =r re N) (le HT), 
also 
[35.) ao aka 2 ar 5 are s 
Il) DE er Wr 


Um die Grössen A, DB, © zu bestimmen, multiplicirt man 
beide Seiten der Gleichung (35.) mit 2? — x und erhält 
(6) 2+1=-4A&®—D+Ba’+2)+ C@®—e). 

Diese Gleichung gilt für alle Werthe von x, deshalb findet 
man für <= 0 


(372) 1=—A4, oder A=-—1, 
ee N 5 
(38.) 2 DD, oder ep] 
und für = —1 
(39.) Be 20h oder = +1; 
folglich wird 

a2?+1 1 1 1 
au Big, EIER zEn ar arte 


Ordnet man die rechte Seite von Gleichung (36.) nach fal- 
lenden Potenzen von z, so erhält man 
(36a.) "+1=24A+B+0)+zB-—- 0) —AL. 

Da die gleichstelligen Coefficienten auf beiden Seiten dieser 
Gleichung einander gleich sein müssen, so zerfällt die Gleichung 
(36a.) in die Gleichungen 
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Bet 


(+41.) | B 0-16, 
| et, 
Die Auflösung dieser Gleichungen giebt wieder 
(42.) A=-1, B=WÖö-iı 


Dasselbe Resultat erhält man auch, indem man 
N 2), 6 _90), 


43. E re) 
Se a ee 
(44.) BEN DEREN; 
(45.) Ta) 32 2er oe) rl 
setzt, denn es wird 
N ED a re 
en. 
en a a a / 
(46.) De Ti 1, 
oe tt 
rn Fer 


Aufgabe 3. Man soll die ächt gebrochene rationale Function 
4x? — 15x + 19 
(2 — 1)(2 — 2) (2 — 3) 
Auflösung. Hier ist 
152 + 19 3 B C 
A osee a, 
oder, wenn man beide Seiten der Gleichung mit 


@—-)(@—2)(@— 3) 


in Partialbrüche zerlegen. 


(47.) 


multiplicirt, 
(48.) 42? — 152. +19 = Az — 2) (e — 3) + Be — 1) (2 — 3) 
| + l@—- )De@—2). 

Dies giebt für =1 

By Ar DdeRr Ar— 4, 
De 

> ud oder B=-—-5 

und für z=3 

10==220,2°0der@.0.—5; 
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also 
422 — 15 19 4 
(a0) A 3 
(«—1)e — 2) 2 — 3) z—-1 2 —2 23 


jı 
oO 


Aufgabe 4. Man soll die ächt gebrochene rationale Function 


I+z—2 

Auflösung. Hier muss man erst Zähler und Nenner des 
Bruches mit — 1 multipliciren, damit der Üoefficient von =? im 
Nenner gleich + 1 wird. Dadurch erhält man 


in Partialbrüche zerlegen. 


PE)BIE Tr RN 
EN Fear a1 
Die beiden Wurzeln der Gleichung 
(51.) =? —ı—1=0 
sind 
(52.) a=3(1+Y5), d=41-—-V5). 
Deshalb ist 
—1 A b 
53. n A Am er: PA? .. 
> a1 ar yoyia-V5) 
oder 


P—a—l 22: —1—V5 5 9 —1+YV5 
Multiplieirt man diese Gleichung mit 

22 =1=Y5) (&& —-1+V5)=- der) 
so erhält man 

— 4 =2A2B2—1+YV5) +2B@r—1-—V5), 

oder 
(55.) —2 = 22(Ar.B) £ Ar Ir V5), EB Var 
daraus folgt 


ey 

(56.) ) 
\AaA—-V5)+B1+V5)=2, 

oder 

(57.) Pe ee nen 
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Dies giebt 


ie > = ah FE: Y 
a Ze le EN En DE EEE BEE 


Aufgabe 5. Man soll die gebrochene rationale Function 
a 
2&2 — 627 +7 


in Partialbrüche zerlegen. 


Auflösung. Die vorgelegte Function ist eine unächt gebrochene; 
deshalb muss man sie zunächst durch Division in eine ganze 
und eine ücht gebrochene rationale Function zerlegen. Dadurch 
erhält man 


e 223 — 722 — 62 +58 e 10% 
(59.) re DZ ii Basler: 


ae N ae 
Die Wurzeln der Gleichung 
Fe) =” —6bze +7 = 


sind 
(60.) a=3+4YV2, b=3—V2, 
folglich wird 
(61.) Ie)=@=-3—-V2)e—-3+V2), 
102 — 27 A B 
32. e = 
sn a oe yon 


(63) 102— 27 = 42 —-3-+Y2) + Bee —3--V2). 
Für 2=3+Y2 erhält man daher 
(64) 3+10Yy2=24AV2, oder A= aV5 (3 + 10V 2), 
und für = 3 — V2 | 
(65.) 3-10 Y2=-—-2BY2, ode B= WE (—3-+10V 2), 
also F 
— 72° — 62 ar SI 
(66.) 2 —6c +7 ze 
1 en PAS. 
ar : _- age 
Vasz3 Van wear 
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Die angegebene Methode für die Zerlegung in Partial- 
brüche bleibt richtig, gleichviel ob die Wurzeln der Gleichung 
f(&) = 0 reelle oder complexe Grössen“) sind. 

Im letzteren Falle werden aber die Partialbrüche selbst 
eine complexe Form annehmen, die man vermeiden kann, wenn 
die Coefficienten von (=) und f(z) reell sind. 

\Vie dies geschieht, möge zunächst die folgende Aufgabe 
lehren. 

Aufgabe 6. Man soll die ächt gebrochene rationale Function 

132? — 682 + 95 
23 — 11a? + 452 — 65 

Auflösung. Indem man den Nenner gleich Null setzt, erhält 

man die Gleichung 


in Partialbrüche zerlegen. 


(67.) 2? — 112? + 432 — 65 = 0 

mit den Wurzeln 

(68.) a=5,.5=3+2V 1, c=8—2V-], 
oder, wenn man VY—1 mit © bezeichnet, 

(68a.) a=5, b=3+%, c=3— N. 


Demnach ist der Nenner der gebrochenen Function 
(69.) @ — 112° -+ 432 — 65 = (2 —5) (2-3 2) (23723). 
Dies giebt 
132? — 68x + 95 A b Ü 
EHE 
und wenn man diese Gleichung mit x? — 112? + 432 — 65 mul- 
tiplicirt, 
(71.) 1322 — 682 +95 = Ak — 3 — 2) (x —3 + 2) 
+ B(z —5) @ —3 + 2%) 
+ Cl —5) @ — 3 — 20). 
Dieszgrebl unse 5 
(72) 80 = 42-2) 22) 8A, oder’ A470, 
für 2 Ser 


(70.) 


*) Vergl. D.-R., $ 131-140. 


N VEN 
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(73) — 44 +2: =(-2+20)tk.B, odr B= s > Sy 
und für 2=3 — 2 

7a) 10 Me er a Ne ZuEn 
folglich ist 5 

(15.) ( 132? — 682 + 95 N, a 3 — 8 | Bien 
23 — 112448265 2—5 22 —3—2i) ' 2a —3-+ 2%) 


Da die beiden letzten Glieder conjugirt complexe Grössen 
sind, so muss ihre Summe reell sein.“) In der That, es ist 
3 — 8 N 
22 —-3— 2) Ma —3+2) =» —-62 +18 


132? — 68rz + 95 = 2107 32 47 
Baar 5 N aber 

Ganz allgemein gilt nun Folgendes. Sind in /(z) die Co- 
efficienten reell, so treten die complexen Wurzeln in /(z) = 0 
bekanntlich paarweise auf.””) Ist z.B. d gleich g + Ai, so ist 
eine andere Wurzel, sie heisse ce, gleich y — Ai, also 
(ze b=y+h, c=gy—hi. 

Sind nun auch in g(x) die Coefficienten reell, so wird 

_ gb) _ ylg + Ai) _ 

(78) | ON ER ua: 


p() _ Pu) 

gr —=G ‚Hi 
So fe) | 

folglich erhält man 

(79) B I Reel Ge Hin 2a) eh 
een 2—9— hi’ 2 —g+hi (eg) +42 


oder 


B C Pe +Q 
s0. 2 2 A ON N 
=) Br (2 — g)? + A 
Wo 
(81.) P=2G, Q=i2269 — 2Hh 


Y elle (srössen sind. 


®) vor D.-R., Seite 609, Satz 1. 
**) Vergl. D.-R., $ 140. 
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Durch Anwendung der Gleichung (80.) kann man also bei 
der Partialbruchzerlegung die complexen Grössen ganz ver- 
meiden. 

In Aufgabe 6 hätte man z. B. setzen können 
132? — 682 + 95 A Pc +Q 
ea m ee 

Multiplicirt man diese Gleichung mit 

2 — 112? + 432 —65 = (2 — 5) (®® — 62 + 13), 
so erhält man 
(83.) 132?— 682+95 = A(2?— 62+13)+ Plz? —52)+ Q(x—5) 

= 2(A+ P)+2(— 6A—5P+Q)+(134—5R)- 
Daraus folgen die Gleichungen 


(82.) 


| AIR 23, 
(84.) =pBAr HP OO eS 
| 169. 2:10 5} 
Durch Auflösung dieser Gleichungen ergiebt sich 
(85.) A=10, P=3, Q=17, 
und wenn man diese Werthe in Gleichung (82.) einsetzt, 
1322 — 68 + 95 10 32 +7 


3 — 112? + ABo 65, zo 5 2 or 
Dieses Resultat stimmt natürlich mit dem früheren überein. 


Noch einfacher gestaltet sich die Rechnung durch die fol- 
genden Ueberlegungen. Aus Gleichung (83.), nämlich aus der 
(rleichung 

132°—682+95 = Aa? —62+13)+ Plz? —5r)+ Q(x—5) 
ergiebt sich für z=5 
80=84, oder A=10, 


und für 
(S6.) = --62 +13 = ” oder 2=6r — 13 
(87.) 102—74=(P+ Q)e— 13P— 50. 


Da Gleichung (S6.) für zwei Werthe von x befriedigt wird, 
nämlich für 
z=3+ıi md 2=3— 2%, 
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so wird auch Gleichung (87.) für diese beiden Werthe von x 
befriedigt. Nun ist aber Gleichung (87.) nur vom ersten Grade, 
folglich müssen (nach D.-R., S 82, Satz 5 auf Seite 367) die 
eleichstelligen Coefficienten auf beiden Seiten der Gleichung 
einander gleich sein, d. h. es wird 
188.) 2 an 74 ale 2 — 3,0 = 
Wie sich dieses Verfahren allgemein durchführen lässt, 
mögen die folgenden Aufgaben zeigen. 
Aufgabe 7. Man soll die ächt gebrochene rationale Function 
62? — 252 + 59 
=3 — 72? + 322 — 60 
Auflösung. Indem man den Nenner 


in Partialbrüche zerlegen. 


(89.) 2? — 72? + 32x — 60 = 0 
setzt, erhält man für die Wurzeln dieser Gleichung 
(90.) WS NE — ST Amen rar, 


Deshalb ist 

(91.) 2° — 722 + 322 — 60 = (e—3)(e —2-—K)(e— 2 -+ 4) 
— (x-—3) (2? — 42 + 20), 
62? — 25x + 89 A Dre) 
BEI. Mer eunTENTem no, s 
2? — 72° + 32 — 60 z—53 2° —42-+20 

Multiplicirt man beide Seiten dieser Gleichung mit (= — 3) 
mal (2? — 4x + 20), so ergiebt sich 
(93.) 62° — 252489 = Aa? — 42-+20)+ Pr? — 32) + Q(2z— 3). 

Daraus folgt für x = 3 


(94.) 68—= 174, oder A=4, 

und für 

(95.) 2 425200, 0dr 2 =4r— 20 
(96.) — 2 —31= (P+ Oz —20P—3Q. 


Indem man die gleichstelligen Coefficienten auf beiden Seiten 
dieser Gleichung einander gleichsetzt, findet man 


(97.) P+Q=-1, 2P+3Q=31, 

(98.) pP=2, Q=—35; 

und wenn man diese Werthe in Gleichung (92.) einsetzt, 
2 — 252 +.89 4 a 

(09) 622 — 25x + BR x— 3 


23 — 722 + 322 —60 z2—3 2? — 42420 
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Aufgabe 8. Man soll die ächt gebrochene rationale Function 
72? — 62° + 92 + 108 
(2? — 42 + 13) (2? +27 +45) 
Auflösung. Indem man den Nenner 
(100.) Sa) = (® —42 +13) @® +22 +5)=0 
setzt, erhält man die vier complexen Wurzeln 


in Partialbrüche zerlegen. 


101)a=2+3, b=2 — U, c=—- 12, d=—1—2, 
deshalb wird man den vorgelegten Bruch auf die Form 
(102.) 7122 — 6r° + 9rz # 108 er: Q Rr-+ 8 


(22 — 42 +13)( +22c+5) @2—42413 ' 242245 
bringen. Hieraus erhält man durch Fortschaffung der Nenner 
(103.) 72 —62°?+92+108 = (Pre+Q)® +2r +5) 

+ (Rx + S) (2? — 4x + 13). 
Dies giebt für 
x —42+13=0, oder ?=4r— 13, 2? = 3r — 52 
(104.) 62 — 178 = P(16x — 78) + Q(6x — 8). 


Da die gleichstelligen Coefficienten auf beiden Seiten dieser 
Gleichung einander gleich sein müssen, so gelten die Gleichungen 


(105.) sSP+3Q=3, 39P+4Q= 89, 
folelich wird Re 
(106.) D=8E 0) =. 
Setzt man in Gleichung (103.) 
+22: +5=0, oda ®=— 2%: —5, ®=—z2+10, 


so findet man in ähnlicher Weise die Gleichungen 
(107.) 14x + 208 = R(20x + 30) + S(— 6x + 8), 


(108.) 10R—3$5=7, 15R +48 = 104, 

(109.) R=4 S=1l, 

und wenn man diese Werthe in die Gleichung (102.) einsetzt, 
myd 2 C Dre 

(110.) 12 BR Ya 37 n 42 +11 


(®—42 +13) ® +2245) ®-Actl3  @Ht2cH5 
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S 28. 

Zeriegung der ächt gebrochenen rationalen Functionen 
in Partialbrüche, wenn die Gleichung /(x%) = 0 auch 
gleiche Wurzeln besitzt. 

(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 105.) 

Hat die Gleichung f(z) = 0 auch gleiche Wurzeln, so kann 
man diese gleichen Wurzeln zusammenfassen und f(x) auf die 
Form 
(1.) fl) = (e — a) lz — 5b (2 -— oO... (2 — kr — 
bringen, wobei die Grössen a, d,c,...%,2 sämmtlich von ein- 
ander verschieden sind, und 


(2.) a++y+: +: +/=n 

ist. Man erkennt sogleich, dass in diesem Falle die Gleichung 
Dee On 
fa) z—a Bene er en, 


nicht mehr bestehen kann, weil der (Generalnenner ‘auf der 
rechten Seite nicht mehr gleich f(x) ist. 


Hier sei 
(3.) ) — Er = (X —— by (x a c)Y Her (2 = 5% (x ——= 24 
und 
o(a) 
4, A; = Aalsel ’ 
(4) Jıla) 


dann wird die ganze rationale Function 


. _ plz) Fıla) — Ha) Fılz) 
(B.) plz) — Aıfı(z) = a: Fa) i de 


gleich 0 für z= a, folglich ist sie theilbar durch »— a. Man 
erhält also 


(6.) plz) — Aufıle) = ke — a)yıle), 
oder 
(6a.) y(z) = Ar fir) + (e — a)yıla). 


Da die ganze rationale Function y(z) — Aı fı(x) höchstens 
vom Grade »—1 ist, so kann gı(=) höchstens eine ganze 
rationale Function vom Grade » — 2 sein. 
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Nach diesen Angaben wird also 


L p(z) m Aufl) + —a)yıl®) wäre A, M Fı(z) 
ri, 2 a)Fıl®) a - KT) 
KL. A: „ f 
Man hat also von Fa) ein Glied ee abgesondert , 
pıl®) 


so dass nur noch eine ächt gebrochene Function Pr 

(e— a) Filz) 
übrig bleibt, bei welcher der Grad des Nenners nicht mehr r, 
sondern nur noch 2» — 1 ist. 


Ist «> 1, so kann man dieses Verfahren wiederholen und 
erhält ebenso 


Fıl“) As “Pa(2) 


= (.— ala) (ea) 4 Bo 
also 

| pa) Ai a v2) 

9 = | - 1(@) 
I eo Re tagt Bach) 


2ICa) 


| (2 — a) fl) 
Grad des Nenners wieder um 1 kleiner ist. 
Wendet man dieses Verfahren «-mal an, so ergiebt sich 
p(z) 4, 45 2 P«l®) 
1) a ea Wa 
In dieser Weise kann man fortfahren und findet schliesslich 
die Gleichung 


wo jetzt in der ächt gebrochenen Function der 


; px) Ir A, As ee Aa 
‚1 fie) . («— aje (2 — a)! er a; 
5 Br , 
BD EN 
RE Li L» L; 


ee ze 

Die Zähler 41, 42,2 „An, Bi, Do,ın.) Bars. Lone 
dieser Partialbrüche berechnet man, indem man die Gleichung 
(11.) mit dem Generalnenner (=) multiplicirt, nach Potenzen 
von x ordnet und die gleichstelligen Coefficienten auf beiden 
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Seiten der Gleichung einander gleich setzt. Dies giebt dann, 
wie man leicht bestätigen Kann, » lineare Gleichungen mit den 
n Unbekannten 


1, As, er, 5b, B>, we, Bl IL, er 
und zwar sind diese Gleichungen immer lösbar. 


Aus dem -Umstande, dass diese » linearen Gleichungen mit 
rn Unbekannten nur eine Lösung besitzen, kann man wieder 
schliessen, dass auch in diesem Falle.die Partialbruchzerleeung 
nur auf eine Weise geschehen kann, d. h. dass man dasselbe 
Resultat erhält, gleichviel ob man zuerst die Partialbrüche 

A, fe As ae Ar 


at a c— a 


absondert, oder ob man mit der Absonderung der Partialbrüche 
in einer späteren Zeile von Gleichung (11.) anfängt. 

Die Rechnung wird ziemlich umständlich, wenn » eine 
grosse Zahl ist; dann kommt man schneller zum Ziele, indem 
man, der Gleichung (4.) entsprechend, zunächst 


_ (a) 
Ai) 
berechnet und das gleiche Verfahren auf die Ermittelung von 
Bı, Ci, ... Kı, Zı anwendet. Dies geschieht am einfachsten, 
indem man in Gleichung (11.) durch Multiplication mit 
F(z) = (2 — a) (x — by (2 — 7 . „(a — Ale — I 


die Nenner fortschafft und dann der Reihe nach 


EN A NR NA 
setzt. Die Berechnung der übrigen Zähler der Partialbrüche 
geschieht dann nach dem zuerst beschriebenen Verfahren, ist 
aber viel leichter geworden, weil man nur noch 2 — m lineare 
Gleichungen mit » — m Unbekannten hat, wobei m die Anzahl 
der von einander verschiedenen Wurzeln a, d, e...k, 2 der 
Gleichung f(x) = 0 Ist. 


Einige Beispiele mögen zur Erläuterung dieser Angaben 
dienen. 


Kiepert, Integral- Rechnung. 13 
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Aufgabe 1. Man soll die gebrochene rationale Function 
dr 632? + 3387 — 619 
aan, 


in Partialbrüche zerlegen. 


Auflösung. In diesem Falle muss man 
42? — 632? + 338 — 619 
(2 — 7) (2 —5)° 
Ne B, b; B; 
a Re N 


128 


x —1 
setzen. Dies giebt, wenn man mit (= — 7) (« — 5)? multiplicirt, 
(13) 42? — 632? + 3382 — 619 | 

— Al&—5)’+ Bi(e— 7) + Ba(@e — 7) (ea —5) + Bd(e — 7) (a —5)°, 
oder 
(14.) 42? — 632? + 3382 — 619 = z?(A + B;) 

+ 2%(-— 154 10 B> 17 Borna Ae RB OBER, 

(95 TB BB 

Daraus folgen die Gleichungen 


A+Bb;—=4, 
SA Ta 
nr | TAB DB 
— 125A — 7.6, + 35B3, -— 175B, = — 619. 
Durch Auflösung dieser Gleichungen ergiebt sich 
(16.) A=4, B=23, B=—3, B=0, 
so dass man erhält 
42° — 632° + 3382 — 619 4 2 3 
a (2 — en a (5% (5% 


Wendet man das andere Verfahren an, indem man in 
Gleichung (13.) zuerst x = 7 setzt, so findet man 


(18.) 2 BA oder 
und für z= 5 findet man aus Gleichung (13.) 
[192 — A — 9B,.,., 0dens DB =D 


Zur Ermittelung von Ds und BD, braucht man jetzt nur 
noch zwei’ Gleichungen. Deshalb wählt man von den vier 
Gleichungen (15.), welche zur Verfügung stehen, diejenigen aus, 
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welche sich am leichtesten herleiten lassen; d. h. man braucht 
jetzt gar nicht mehr die Gleichung (14.) vollständig zu bilden, 
sondern berechnet von der rechten Seite dieser Gleichung nur 
den Coefficienten von z? und das constante Glied. Daraus er- 
geben sich in Uebereinstimmung mit den Gleichungen (15.) die 
Gleichungen 


(20.) A+B=4, 

(217) — 125 A — 7B, + 35 By — 175 8b; = — 619, 

die sich aber mit Hülfe der Gleichungen (18.) und (19.) auf 
(20a.) B=0, 

(21a.) 35Ba — 1755; = — 105, oder Br = —3 


reduciren. Auf diese Weise wird man wieder zu dem in Gleichung 
(17.) angegebenen Resultate geführt. 


32° + 102°? — x 


Aufgabe 2. Man soll den Bruch Gy in Partial- 
brüche zerlegen. 

Auflösung. Hier muss man 

32° + 102? mel A, As B, B; 
22. = : 
2 (2? — 1)? ae ae 


setzen und erhält durch Multiplication mit 
@—-1=-@—-1@+1) 
(23.) 32° +10 — z= Alz +1) + Al +1) (2 —1) 
+ Be — 2°? + Bike + De — 1). 
Hieraus ergiebt sich für = 1 


(24.) N 4A,, oder A, = 3, 
most rt 
(25.) 8=4B;, oder A =2. 


Zur Ermittelung von A» und DB, suche man auf der rechten 
Seite von Gleichung (23.) den Üovefficienten von x? und das con- 
stante Glied auf und setze die gefundenen Grössen den gleich- 
stelligen Coefficienten auf der linken Seite gleich. Dadurch 
erhält man die beiden Gleichungen 
(26.) A+Pb=35, 

97,) ABA Bra 
oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (24.) und (25.) 
15* 
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(27 2.) — a+BR=-—5, 
also 
(28.) A=4, B=—1, 
so dass Gleichung (22.) übergeht in 
32° + 102° — x > 4 2 1 
(29.) # b) — + 


—1? ° (e—1) Do Te ee 

Dieses Verfahren gilt auch hier noch, wenn die Wurzeln 
a,b,c,...%, 2 sämmtlich oder theilweise complex sind. Man 
kann aber, wenn in f(x) und g(z) die Coefficienten sämmtlich 
reell sind, das Resultat gleichfalls auf eine reelle Form bringen. 
Ist z. B. 5 gleich + A, so wird eine andere Wurzel, sie 
heisse c, gleich g — At, und es wird # gleich y sein, wie in der 
Algebra bewiesen wird (Vergl. D.-R., $ 140). Nun folgt aber 
aus der Bildung der Grössen DB, Ba,... B; und Ci, Ca,... 0, 
dass man die letzteren durch Vertauschung von +? mit. —i 
aus den ersteren erhält. Ist also 


(30.) Dı == G He, B> = Ga + Hit, a B; == Gs -- Ast, 
so wird 
(31.) C, = Gi >77 Hit, 0 = Ga — Hoi, olehe C, = 0; —— G5 7a Ast. 
Deshalb werden die Summen 
m Bi ai C, 1 
(2b)? " (&—c)P’ 
Bs> 02 

(82) u 


m D 2 -—C 


sämmtlich reell. 

Man kann auch hier in der Zwischenrechnung die com- 
plexen Grössen ganz vermeiden. Wenn man nämlich die Aus- 
drücke (32.) auf gleichen Nenner bringt und addirt, so erhält 
un: wo der Nennner vom Grade 2#, der Zähler 
aber höchstens vom Grade 2#—1 ist. Jetzt findet man durch 
Division 


man 
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3)  Fo)=[@—g®+ AR] A@)+ Pr + Qı, 
also 
En Fa) 2 Pr, a: Fı(z) ae 
\ (x — 9)? + Ay (x UV ER EI TEE 9)’ + 22]P=1 
Ebenso findet man 
(35) F(z) Pa +@% BE Fle) 
BER ER ee 
In derselben Weise kann man fortfahren und erhält 
schliesslich 


(36) _P: ZU ae Eee 
2) eat 
Pız-+Qı Poxc+ 3 AHA Bl Pot r Qs 


@-’+R " [ae gP+R] gr 


Die Berechnung der Grössen Pı, Qı, Pa, Qa, --:- Pa, Rs 
erfolgt jetzt wieder wie früher, indem man den Ausdruck, welcher 
De 


noch die een Grössen Pı, Qı, Pa, Qu... Pa, Qs U. S. W., 
enthält, mit ‚/(z) multiplieirt, nach Potenzen von = ordnet und 
die einzelnen Coefficienten den gleichstelligen Üpefficienten von 
s(z) gleichsetzt. Dadurch erhält man x» lineare Gleichungen 
mit %» Unbekannten, deren Auflösung nach diesen Unbekannten 
immer möglich ist. 

Man kann aber auch hier die Rechnung wesentlich abkürzen 
indem man 

(&— 9”? +#=0, oder 2? = 292 — g’— 1 

setzt. Dadurch kann man die eben beschriebene Gleichung auf 
den ersten Grad bringen und durch Gleichsetzung der gleich- 
stelligen Coefficienten die beiden darin verbliebenen Unbekannten 
P, und Qı berechnen. 

Am besten wird dieses Verfahren durch Beispiele erläutert. 


sich für durch Partialbruchzerleeung ergiebt, vorläufig aber 


Aufgabe 3. Man soll die ächt gebrochene rationale Function 
z+]1l 
@—-1)(® +1 


j in Partialbrüche zerlegen. 
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Auflösung. Nach dem Gesagten muss man hier 
N eng PX + Qs 
@ —1) @ +1? T2-1 (+71) 22 +1 
setzen. Wenn man diese Gleichung mit («— 1) (2? + 1)? mul- 
tiplieirt, erhält man 
(38.) z+1= A(@?+1)+(Pız+ Qı)(@-1)+(Prr+ Q)(z-1)(@’ +1), 
oder, wenn man die rechte Seite dieser Gleichung nach fallenden 
Potenzen von x ordnet, 
(39.) +1 = «#(A+ P)+2?—-PR+ Q)+2?2A+Pı +2 -Q:) 
| +2—- 2A Hr Q = BR +0) + Aa 
Durch Gleichsetzung der gleichstelligen Coefficienten ergiebt 
sich hieraus 


A+PR=(, 
— R+%&=0, 
(40.) 2A+Pı + R—- &=0, 


— PP +Qa—-PR+®&=1, 
A— A — a5 — 
Löst man diese Gleichungen auf, so findet man 


41) 4=4, Di 1900-0, m as 

also 

(42.) Ze =; ( ' Be. 
.—1)(®+1% 2\e—-1 @+1% z2+1 


Die Rechnung wird wesentlich abgekürzt, wenn man in 
Gleichung (38.) zunächst == 1 setzt. Dadurch erhält man 


(43.) Pe lan a 
Für <= = —1 geht sodann Gleichung (38.) über in 
(44) 2 +1=(Pxz+Q)«—-D)=(-P+ Q)e— pP —Qı, 
und daraus folgt 
(45.) —P+Q=1, —A—-Q=1, 
(46.) PD=-—1l, Qı=0. 
Um noch die beiden Grössen 7% und Q zu finden, 


braucht man auf der rechten Seite von Gleichung (38.) nur die- 
‘ jenigen beiden Coefficienten zu berechnen, welche sich am leich- 
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testen ermitteln lassen, nämlich die Coefficienten von =* und 2°. 
Wenn man diese Grössen den gleichstelligen Coefficienten auf 
der linken Seite von Gleichung (38.) gleichsetzt, erhält man 


(47.) A+-PR=0, A—Qı —- &=1, 
oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (43.) und (46.) 
(48.) PR=—ıh, =}. 


Daraus ergiebt sich wieder Gleichung (42.). 
Aufgabe 4. Man soll die ächt gebrochene rationale Function 
32° + 22 + 62° — 112? — 122 — 8 
(a — 2) (29 22-42)? 
Auflösung. Hier ist zu setzen : 
(z A As Pız PX Qs 
(49. = a er tan 
folglich wird 
(50.) o(z) = 32° + 22? + 62° — 11 — 122 —8 . 
— Ar(a? + 22 + 2)? + Ayla — 2) (a? + 22 + 2)? 
+ (Pır+Qı) (@— 2)?+ (Prx+ Qo) (2 — 2)? +27+2). 
Dies giebt für z—=2 
(51.) 100= 1004, oder A=1 
und fir +22+2=0, oder ?2=—2r — 2 
102+30 = (Pıx+ Qı) — 62+2) = (14 Pı—6Qı)e+ (12 Pı+20Qı), 
also 
(52.) 7P 304 =5, 6A +Q=15, 
(533) I en Gr 
Setzt man jetzt noch die Coefficienten von 2°, z* und 2° 


auf beiden Seiten von Gleichung (50.) einander gleich, so er- 
hält man 


in Partialbrüche zerlegen. 


As ar Aı ai 2As —2P+ ANEZPT 
4A, —8A +4Qı +89. = —8$, 
oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (51.) und (53. 
54) a+PR=3, 25—2R+&=l h—9=3, 
also 
(55.) et a2 rl .&=—l1. 


Adx In Adx 
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Indem man diese Werthe in die Gleichung (49.) einsetzt, 
erhält man 


34-262 1172ER & 


(56. F 
567 ne 2”, (2 +22 + 2) 
a SR Se a ee 
(— 2% 2 —2 +22 +2% 22+22+2 
) plz) . ch Ä 
Bei der Zerlegung von FR) in Partialbrüche ist voraus- 


gesetzt, dass man die Wurzeln der Gleichung f(z) = 0 ermit- 
telt hat. 

Weitere Uebungs- Aufgaben kann sich der Anfänger sehr 
leicht selbst stellen, indem er beliebig gewählte Partialbrüche 
auf den gemeinsamen’ Generalnenner bringt und dadurch die 


4(2) 
Function bildet. 
(2) 


8 29. 
Integration der Functionen dr „bh, u 
HB — 

(Vergl. die Formel-'Tabelle Nr. 20, 59, 60, 61, 63, & und 106.) 

Die Zerlegung in Partialbrüche macht es möglich , jede 
gebrochene rationale Function zu integriren, denn man kann 
sie nach den Ausführungen der vorhergehenden Paragraphen 
stets (nöthigenfalls nach Absonderung einer ganzen rationalen 
Function) in eine Summe verwandeln, deren einzelne Glieder 


{ A ’ A j 
entweder die RHorm — oder „= sshaben. "Die eAns 
CT — a (z — a)" 


drücke kann man aber sehr leicht integriren. 
Setzt man nämlich 

aß z— a=t, also de=dt, 

so wird nach Formel Nr. 12 der Tabelle 


Se -4/F- A 
Ce — u a 


n B ; > 
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u —ı (— a) 


oder in Uebereinstimmung mit Formel Nr. 20 der Tabelle 


(2.) je de = Alle — a). 


Ferner wird, wenn » von. 1 verschieden ist, nach Formel 
Nr. 9 der Tabelle, mdem man m = — n setzt, 


Sant dt er er 
Sg TE I nee wen au 


2 7ER) — A 
8.) er a (n — 1) (= — a"! 


Für 2 = 2 ergiebt sich hieraus Formel Nr. 63 der Tabelle. 
nämlich 


dx 7 1 
ED, Ir ae 
Wendet man dies auf die in 8 27 und 25 behandelten Bei- 
spiele an, so findet man ohne Weiteres die Lösung der folgen- 
den Aufgaben. 


" 152? — 702 — 95 
f , —y 
nen JE 62 132 +2 
Auflösung. Nach Aufgabe 1 in $S 27 ist 
152? — 702 — 95 3 d a 


23 — 622 — 13x + 42 TE u TEE TOT 


HE wird 
“ 152° — 702— 95 3 
J x —62°—13r +42 2 = fd de Fre, B: 4 
—3lae— N) +5le+3)+ Be 
= [ee — T) (@ + 3° (@— 2]. 
Aufgabe 2. IE were 


Def 


Auflösung. Nach Aufgabe 2 in S 27 ist 
2° +1 1 1 1 
A re a 


folelich wird 
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x — a 
fa Fan, 


— 2 + Üx — “ a x ar Rs 


Bi nf any 

© 42° — 152 + 19 
Aufgabe 3. I: EBENE Sg, 3,‘ 
Auflösung. Nach Aufgabe 3 in $ 27 ist 


ME ar 4 B) a 5 
2 — 1) @&—2) (ce —3) z2—1 z2—2 a, 


folglich wird 


42? — 15x + 19 "dx a "dx Erich, 
re er . DIR I, ve x —3 
— 4a — 1) — öde — 2) + 542 — 3). 
dr Rn; 


Aufgabe 4. ee 


Auflösung. Nach Aufgabe 4 in $ 27 ist 


i El 2 2 
1+z—2 TV ys\oz- 1 V5 21 ya) 


folglich wird 
dr Ben! \ dr f. 2dx 
hen U lien 1+ Va Des os) 
Lo oe 
V5 
Be ee aa) 
V5 22: —1--V5 


22° — 72? —6c +8 3 
ee) 
Aufgabe 5. F er Ra —E 


Auflösung. Nach Aufgabe 5 in $S 27 ist 
323 — 722 — D) —) 2 
} SE 6248 _ ee 3+10y2 3+10V 
> —62+7 2V2\2=—3—YV2 z—-3+Y2 
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z—a (X a)r 


folglich wird 


/ Fa ANY 
2? — 62 +7 z 


“ 


Bi 1 l + 10V de _ (— 34 a] 
2Y2 / DER x—3+Y2 
=?+5c+ TE [8 + 10 Y 2) 2 — 3— Y2) 


+ = 3+10Y2)Xx«—3-+Y 2) 
= +5c+ Teil 1(— WE va) 10V24x?— 6+7)| 


x —53+H 


— 22 +50 + 9, 5a? — 62 + 7). 
(132? — 682 + Bde . 
Aufgabe 6. / en en iR 
Auflösung. Nach Aufgabe Nr. 6 in $ 27 ist 
132°— 682 + 95 en». 10 hr 3 — 8 ir 3+8 
5) 62413) 25 22 —3—2ı) 232%) 
folglich wird 


f (132? — 682 + Y5)dx Sakr "de af dx 
(2 — 5) (2? —6r7 +13) Ve 2. Je —-3— 2% 
3-+ 8 de 
485 een 


= 10 94" Ua 32) 
3 + 8 N 


Dieses Resultat befriedigt deshalb NER, weil es complexe 
Grössen enthält, obgleich man es, wie später gezeigt werden 
soll, auf eine reelle Form bringen kann. 

"42? — 632? + 3382 — 619 - 
Aufgabe 7. N ee ee 
Auflösung. Nach Aufgabe 1 in $ 28 ist 
4.23 0a Pole 4 2 B) 
Ten Trsıtaey 
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. Integration der Functionen er 
c—a (2 — a)" 


folglich wird 
42° — 632°? x — 619 dx dx 
\ dj, a 
Te ee 


a 


3 LE 
Je) 
1 3 
— 4x — 7) BR at BES 
— ee 
= Alla — 7) + — . 
82° + 10° —z s 
£ ei 
Aufgabe 8. / uk 
Auflösung. Nach Aufgabe 2 in S 28 ist 
323 +12 — 2 3 4 2 1 
(2? — 1)? ee ae ee 2 


folglich wird 


a dx dx 
F 1) Ur Ya, mrife rel ; 


fer 
Du 2 


2 
= + 4lle 1) are 1] 
= (EI) 

‘® er 2 —1 


Die einfachsten Fälle der Partialbruchzerlegung sind schon 
im ersten Theile ($ 8) berücksichtigt worden. So ergiebt sich 
z. B. Formel Nr. 59 der Bu nämlich 


JE ehr 2a le Ar -): 


ohne Weiteres durch Partialbruchzerlesung, denn es ist 


1 A B 
(4) 2 ee Re 
oder, wenn man beide Seiten der Gleichung mit (@— a) («+ «) 
— 2° —.a? multiplieirt, 


GR) 1= Al +a) + Blie — a). 


$ 29. Integration der Functionen =, una 1% 


2 — 4 (z— a)" 


L&S) 
oO 
nn 


Dies giebt für = « 


1 
1 -Z 2 Aa, oder A | 
2a 


pe 


und für = —.a 


1 
1 — 2Ba, oder B = FE o 


— 


Setzt man diese Werthe von A und BD in die Gleichung (4.) 
ein, so erhält man 


AN! ( 1 1 
Bez ra ara 
also 


de 1 1,/z—a 
(6.) Sara Ned 1@+0l=; =): 


In gleicher Weise ergeben sich auch die Formeln Nr. 60 
und 61 der Tabelle, denn es ist | 


1 A B 
7.) .—a)(2--2): Fespr ur | 
oder 
(8.) Nm Al@ —- Ts) - b(x —— 2). 

Dies giebt für = zı 
1 
(9.) 1=Amı— 2), oder 4A= m 
nnd Tir’2 
| ;: 

R = B > Men > == — 

(10.) 1 (a — 21), oder B a 


Dadurch erhält man in Uebereinstimmung mit Formel Nr. 61 
der Tabelle 


A 1 ( ae ) 
ER a) —n) m—n\e—n 2m) 


dt al  — I 
(12.) = 2) m—2® l € — =) 


Daraus ergiebt sich dann auch Formel Nr. 60 der Tabelle, 
denn bezeichnet man die Wurzeln der Gleichung 


Ade und _Adx > 
z—a (g— a)r 


(13.) 2 +2bze+c=0 
mit zı und 2, so wird 


a. [ar a= Vz 
| \ 
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HB —— AN Ze 2 Vb?—c, 
(15.) (2 — a) a —n)=ı+2bxr + ec, 
so dass Gleichung (12.) übergeht in 
) d SE PER 3 
er 


Date 2YybE—e \e +54 VR— 


a 


Ebenso findet man auch Formel Nr. 65 der Tabelle am 
einfachsten durch Partialbruchzerlegung, denn es ist 


SL (x er 2) ==  — 2 = 25 
(18.) Pe + Q = Aa — 2) + Bee — 2). 

Dies giebt für = x 
(19.) Pr +92 = Aa — 2), oder A= u 
und für = = x 
00). Pu 1 0 Be ee Bart 


Daraus folgt in Uebereinstimmung mit Formel Nr. 65 der 
Tabelle 


u) a era 
2, .— m) — 2) m—2 2 — a ARE : 
(22.) (Pr + Q)dı 


Ga) a) 


(Pa + Q)l(xz — 21) — (Pr +Q)l(x — 22). 


1 
%ı 7% 


dx die 207 


er ae a Tan, L 
(2 — 9)?-+ Rh? (ea — g)+A2]r 
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8 30. 
Integration der Functionen 
dx da 
7, Und at 
(@— gP+h? @—n?’+#]" 
(Vergl. die Formel-’Tabelle Nr. 62, 107 bis 109a.) 
Nach Formel Nr. 21 der Tabelle war 


{1.) ler T-, = are te (l ')- 


Auf den Zusammenhang dieser Formel mit Nr. 59 der 
‘Tabelle, nämlich mit 


[ de 1 2 -— a 
2. = 
=) Mer ) 
ist bereits auf Seite 49 hingewiesen worden. 


Aus Formel Nr. 21 der Tabelle ergiebt sich Formel Nr. 62, 
nämlich 


(3.) ka - 1 =. .2ı010 (I u), 
Os 2? +22 + c Van DB? Ve— 


indem man das Integral auf die Form 


r d(z + b) 
(2 +5)? + c—b2 


bringt und c—b? gleich a? setzt. Dieses Integral geht in 


MIROr ee] 2—g 


über, wenn man 


(5.) Bb=—g, c—#—=R 
setzt. Noch unmittelbarer erhält man dieses Resultat durch die 
Substitution 


(6.) ergeht, de = hd, 
dann wird nämlic! in ee mit Gleichung (4.) 


(7) f dx Ei hdt u dt 1 2 
Zn a 


1 a 
se 7, ?): 


dx dx 
IcNYyIE FO nd : > . 
eg (2— g)’+-A2j® 
a REN dx 
Dieselbe Substitution kann man anwenden, um [ —— 
(eg)? +42)” 
zu berechnen für den Fall, wo »>1 ist; dann erhält man 
nämlich 


8.) f a | 
(2 — n +42] RR: en - 2% — An-i (1 + 2" 
Nun ist 
1 1+#2—? 1 72 
L+2P Taerar 
folglich wird 


(10.) SE . a | Bde R 
£ Fa .. 2 -/a A. Pr kn r 228 


Setzt man jetzt in Formel Nr. 67 der Tabelle, nämlich in 


Judo — uv — Jodu, 


dt  di+®) 
(1 a {?)" nie (1 er A } 
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(9.) 


) do. = 


also 

—]1 
r—1).(0+ 27% 
so erhält man E 

Er t 1 ERSTER 
U) SH oda nn/arge 
und wenn man diese Gleichung von Gleichung 109 subtrahirt, 
r j t . = - dt 
(12.) + ne an 
JA+%) (23 — 2)(1+12)"-1 2’ Fer 


du =Ad, vwi= 


Durch diese Formel ist das gesuchte Integral auf ein ein- 
facheres zurückgeführt. Durch wiederholte Anwendung kommt 
man schliesslich auf 


. 


e. — arcig? 
hen 2,5 
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(e—g)?+h? (2 g)?+A?n 


Beispiel für » = 3. 


dt t a te, 
StB rent later 


t 1 
G+e% Sara) taartiet, 
also 
t IT 
a+Sp "quret iR a „ arotge 
rise) 
8 +1) 


or 2 arctgt. 


Man kann das gesuchte Integral auch auf Formel Nr. 71 
der Tabelle zurückführen, indem man 


dt 
. £ Bu ‚o 2 = 
(13.) ie also —arctert, d2— I1L®’ 
(14.) 14? =1+tg%2 = - I co822 . — cos" zZ 
2 Te I +e ’(I+ 291 


setzt, dann wird ai Rücksicht auf Formel Nr. 71 der Tabelle 


gie INn—?2 dz 
GN as = feos z 
2n 3 


1 5 
— sinz — COS?r—%z + De 
Be Ton) (2n— 


ET IE SIE IR 


(2n— 3)(2n —5).. > 3 


Bi Tan) (2-4)... ;.,es2| r (2n—2)(2r—4)...6.4.2°° 
Dabei ist 
I { A 
16. Fe SINzz> —— sınz COSZE=> . 
ur yıre ine, I+® 1+8 


Für 2=3 erhält man z.B. I 


dt R | 3. 
es, — simz(, cos®z Ka In ns arte Ae52 


t 1 


Kiepert, Integral-Rechnung, 14 
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(2e— g)’+h? (2—g)?+h2]r 


8 31. 
Integration der Functionen 
(Pr + Q)dx und (Pr+ A)da 


(a ed, ee 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 110 und 111.) 


Setzt man in Formel Nr. 64 der Tabelle, nämlich in 


(Pr + Q)dz = 2 h » 
ea 202 + e)+ (Ra — a 2?+2dr+e" 
(19 b=—9, c—b#—=R, 
so geht sie über ın 

(Pr + Q)de I sh Be "4 r JR | 


dies aa! Dann er Nr. 107 der Tabelle 


Px + Q)dz +0 
N Sen arete(2Z2)- 


& 4 i " (Pr + QA)dz 
In ähnlicher Weise kann man / ei : 
eo a 
wenn 2>1 vorausgesetzt wird. Es ist nämlich 
a: Eee) Rorn 0 
(4. ) )?+ 42] N a (x BER, g) zu m?" - dt 


er 2 — g)d f dt 
P u RER 
IE I Tg He 


auffinden, 


Setzt man jetzt 


(5.) (— 9? +R%R=y, also 22 — g)de = dy, 
und 
(6.) z—g=ht, also de=hdt, 


so geht Gleichung (4.) über in 
ME + Q)dz na dy ag + fe 
HR al yeT m JCH A 
dies giebt 


wg . ° 
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(7.) 


a a) Ge 


Na +0Q 
An 1 (1 a ? (1 + Pr’ 


M (Pr + Q)dx P 
| 


wobei das Integral auf der rechten Seite nach Formel Nr. 109 


oder 109a der Tabelle berechnet werden kann. 


8 32. 
Vebungs - Aufgaben. 


Kuränheht (132? — 68r + Yd)de 
ae k IRETEPBT N TE 


Auflösung. Nach Aufgabe 6 m S 27 ist 


le ee Bert 
By (5) 2 —62 +13) 2—5 "22 — 62413 
Nun ist nach Formel Nr. 20 der Tabelle 
10dz 
19 = an 
23) = : 101(= — 5) 


und nach Formel Nr. 110 der Tabelle 


(3.) > + ”)da _ ((32 + T)de 
*“ J®2—=62+13 /(2 — 3)? +22 


| Ber) 
= ler — 62 +13) + Sarete( 5 ): 


folglich wird 


(132? — 6824 Yö)de _ EN 
(4) Ian 1012 — 5) +5, 1@?— 62+ 13) 


—— 3 
+ Sarctg(” 5 )- 


(62? — 252 + 39)d« 
f = 
Aufgabe 2. IE — 5)(@® — 42 + 20) 


Auflösung. Nach Aufgabe 7 in S 27 ist 


62° — 25x + 89 4 22 — 3 
B- 


(x —- 3) (2? — 4 + 20) BR er 20° 
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Nun ist nach Formel Nr. 20 der Tabelle 
J "Ad 
; —3 
(6.) = Me —3) 
und nach Formel Nr. 110 der Tabelle 


(22 — 3)dx 2x — 3)dx 
(7.) 2 —42 +20 | (x — 2)? +4? 


— (a? — 4x + 20) + are te(* — -): 
ara 


folglich wird 
(8.) en la a ee 


3) (© — 42 + 20) 
+ r arc te(- )- 


een ir us 
Aufgabe 3. de Rz 
Auflösung. Nach Aufgabe 3 in $ 28 ist a 


9 z+1l =; 1 E28 er DER 
(9.) 2. —)®+1° 2 a] (2? +1)? 22 2]: 


Nun ist nach Formel Nr. 20 der Tabelle 


dr 
(10.) de le), ; 
nach Formel Nr. 111 der Tabelle ist 
"Drdz 1 
ie @+ +1 
und nach Formel Nr. 110 der Tabelle ist 
(z + Dde R | 

2 TER TTERr A 4 r & La 

(12) dh PeRTEE] 1](2? +1) + arctgx 


Dieses letzte Resultat hätte man auch mit Hülfe der 
Formeln Nr. 24 und 18 der Tabelle finden können. Aus den 
Gleichungen (9.) bis (12.) ergiebt sich daher 


as) er = | + le +) —aretee| 


1)(2?-+1)? 
4 +1 ) 2(@ +1) 2 ner. 
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(32° + 22% # 67° — 112? -—>122 — S)de 5 
Aufgabe 4. f (@ _2@ + 9s + 3) f 
Auflösung. Nach Aufgabe 4 in $ 28 ist 
1 3ed + 224 + 6 —1le2— 122-8. 1 2 
(14.) G-P@+z Hr} Gem tz 
2 3 —1 
iu c-H+ ke % 


+27 42% @+2c+2 


Nun ist nacıı den Formeln Nr. 106, 20, 110 und 111 der 
Tabelle 


" de 1 "Ddz 


1)dz "(ee —- 1)de 
ar ee 2 (ur De 1 
— 1l(2? + 22 +2) —2arctg(& +1), 
22 +3)dee ([(2xr+ 3)da 
Bl er: 2 ler) 


> 1 # Re 
up) m + 2% 
wobei +1 gleich £ gesetzt ist. Dies giebt nach Formel Nr. 109 
der Tabelle 


dt t dt 
en ll rare fr 
? 1 
— Sa+®) + = arctgt 
z+]1 


‚ 2 + 9z +2) + - , aretg(e + 1), 


folglich wird 

(19) FF + 22 + 62° — 118? — 122 — S)de 
(2 — 2)?(2? + 2x + 2)? 

z—1 

ee up) 

— 11(2? + 22 +2) — 3arctg(z +1). 


=, 
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Aufgabe 5. sr er 

Auflösung. I in diesem Falle 
(20.) +z2+1=(e+1!P?+$% 
ist, so erhält man nach Formel Nr. 111 der Tabelle, indem man 
21.) PP Os er rn 


setzt, 


22) fı (x + 3)dx 1 Br — jan dt 
@+z2+1% 2@® +x<+1) "ay3 (1 + 1% 
wobei 

(23.) 2: +1=1Y3 

gesetzt ist. Dies giebt nach Formel Nr. 109 der Tabelle 


t 
er + TCHE 


+ 2 arctg? 


_ (@2+1)V3 22 +1 
BREIT) el, =): 
also 
(x + 3)dx SscH+tl 10 2z +1 
& =, Fat? S@tati) says (75) 


(522? — 82 — Ad . 
Aufgabe 6. f PSIaER a 


Auflösung. Hier ist 
(96 52? — 82 —4 A Pke+@ 
en Pr ai Pech 
oder, wenn man beide Seiten der Gleichung mit («+1)@®’— x + 1) 
multiplieirt, 
(27) 5°? — 8: —4= Aa —z+1)+(Pr+Q)(c +). 

Dies giebt für = —1 
(28.) 93 ARENA 
und für 2— zz +1=0, ode ?=r—1, 

— 32: —9=@P+ Q&E + P+Q), 


also 
(29.) SP OEST Br De 
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(30.) P=2, Q=-1, 
Br Se 4 3 DT 
2) z2 91 tn 
Nun ist nach Formel Nr. 20 der Tabelle 
? dr 
32. — 
(32.) of; = 3l@+1) 


und nach Formel Nr. 110 der Tabelle 
Ber tlarıı (Bx—N)dz 
ati Je +4 


— (a? — 2 +1) — 4Y3are el 


(33.) 


tolglich findet man 
(52°—-8r—4)dr 8 De 
lee 1)-1Yaete(*) 
Dem Anfänger wird die Prüfung der vorstehenden Auf- 
lösungen durch Differentiation empfohlen. 


In manchen Fällen, wo die Integration durch Partialbruch- 
zerlegung sehr umständlich oder in Folge von algebraischen 
Schwierigkeiten gar nicht durchführbar sein würde, gelingt die 
Integration durch zweckmässige Umformungen und Substitutionen, 
wie durch einige Beispiele zur Erläuterung gezeigt werden 
möge. 


Aufgabe 7. fen reis 


Auflösung. Setzt man in diesem Falle 
1 dt 
(35.) x = 7 }) also de = — FE ) 


so wird 


| a NS ER EN 
nee ler 


(37.) Fer ITz —l(a+1)=— 51 =) 
2 =, 15) - (72 ): 
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Man kann dieses Resultat anch in folgender Weise finden. 
Es ist 


EL TRIER 
(2? +1) z@®+1l) 2 +1 
also 
fe: dx fs 
(2? 7 +1) -/7 x? +1 
x 
el. 
FR ET ed 
Aufgabe 8. ker: ar 
Auflösung. Setzt man in diesem Falle wieder 
lt 
(38.) u - ‚, also d=— . 
so wird 


rd t?dt 
23) ee a fr UNE AUG 


oder 


een 
Be = GE) 


Auch hier findet man dasselbe Resultat aus der Gleichung 
1 Kia Ze ee. 


»(2:41)5 Dale) az ren 
aus = dann unmittelbar folgt 


de z2dz 4 j E4 ( E ) 
Ser Yazı 


VII. Abschnitt. 
Integration der irrationalen Functionen. 
8 38. 


Alluemeine Bemerkungen. 


Im ersten Theile der Integral- Rechnung sind bereits irra- 
tionale Differential - Functionen in grösserer Anzahl integrirt und 
in die Formel- Tabelle aufgenommen worden. (Man vergleiche 
die Formel-Tabelle Nr. 17, 22, 23, 23a, 25 bis 33, 76 bis 91). 

In Betreff der übrigen irrationalen Differential - Functionen 
ist zu bemerken, dass es verhältnissmässig nur wenige Fälle 
giebt, bei denen sich die Integration durch Anwendung alge- 
braischer Functionen oder der bisher bekannten transcendenten 
Functionen ausführen lässt. In den meisten Fällen werden 
durch die Integrale algebraischer Differential-Functionen neue 
(d.h. bisher noeh unbekannte) transcendente Functionen erklärt. 

Hier mögen zunächst solche errationale Ditferential-Functionen 
in Betracht gezogen werden, welche sich durch eine Substitution 
auf Functionen zurückführen lassen, deren Integral bereits be- 
kannt ist, oder in rationale Ditterential- Functionen umgewandelt 
werden können, und zwar sollen nur die einfacheren Fälle be- 
rücksichtigt werden. 


S 34. 
D) 
Integration rationaler unalbıen, der Argumente 


"a+bx a-+br 
ae = ey, (2 n.- Erz 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 112 und 113.) 
Kommen in der Function unter dem Integralzeichen keine 
anderen Irrationalitäten vor als Wurzeln aus x selbst, so lässt 
sich die Differential - Function durch die Substitution 
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(1) Der 
sehr leicht rational machen, wenn man den Exponenten x so 
wählt, dass x durch alle auftretenden Wurzel- Exponenten theil- 
bar ist. 

Wie dies gemeint ist, möge zunächst ein Beispiel zeigen. 


(Var —TyaRr + 12Ve)d 
Aufgabe 1. IR - Ye au 12V a)de —? 
0 
Auflösung. Das kleinste gemeinsame Vielfache der Wurzel- 
Exponenten 2, 3, 4 und 6 ist 12, folglich muss man 
(2.) z=t2, oder Ye=t 
setzen und erhält 
(3.) Ve —=t, Va? =t, V: —=t, y® —t, ya =. 
Dies giebt 
4) [ er ee 
A u — PB) 
(6 — 78 + 12P)dt 
2 —1 


— 12 


Nun ist 
5.) 7 BE - BB (BI) er 25a 
also x 


# —- 7 + 128 Lu 


(6.) Dr Bee —TR+ Pr SCHIED 


2 


EHE RER 
t TeHt ORT 


tolelich ist 
m) fi (‚Var —7ya2+12V 2)dx ng 215-445 #3 (BE 57? 
(V=— Va) 


5) 4 2 


alle 1) roller al 
wobei nach Gleichung (2.) 


t=Yx 


ist. 
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Daraus erkennt man schon, dass die oben angegebene Regel 
ganz allgemein anwendbar ist, denn aus Gleichung (1.) er- 
ojebt sich 


PR zm xp 
(8.) JRie, a 2% .. .)dx — Sf(t*, Dr. Be: IABERF Qt, 
an um  2p X 
wobei die Exponenten —-» Fi sämmtlich ganze Zahlen wer- 


den, wenn = das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen », 
me .viSt. 


Auf diesen Fall kann man den allgemeineren zurückführen, 
wo unter dem Integralzeichen eine rationale Function der Argu- 
mente 


a + bx )' a—+ bx yn,. 


2 4A+Br A + Bz 
steht. Setzt man nämlich 
a U 
9 ArB 
so wird 
} RAY a 2 kA Ba)dy 
(10.) I = b % By ’ dx == Br 


so dass man erhält 


(11.) vi E un) (= no,  |22 e 


EZ: y NIE Baay, 
J De ) (By) 


Ist jetzt x das kleinste gemeinsame Vielfache der Wurzel- 
exponenten 2%, 9, ..., so wird die Differential- Function rational 
durch die Substitution 
112.) Pak 


8 35. 
Uebungs-Aufgaben. 


Aufgabe 1. Ja rn de =? 
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Auflösung. Um die vorliegende Differential-Function rational 
zu machen, muss man 


(1.) Ve=t ao z=R, de—= 2tdi 
setzen u erhält 


(2) ; 2/52 me _ ee En bar 1)dt 
E E— d 2 —1 

also Ki a auf Ba. r. 59 der Tabelle 

(3.) Na: Be ee 


=2Ya+ ran 
Aufgabe 2. je Ds 
Be 


Auflösung. In diesem Falle muss man 
(4.) Yı=t, =, de = 30dt 
setzen und erhält 


De A a ae eelir 1)dt 
6.) = —aR Bere 5 v f B_ 
— Mira —3t+ Bf a 2 


di | 
Um 3 fr zu ermitteln, wende man Partialbruchzerlegung 


an und setze 


3 A Pt+Q 
(6.) Peer 
dies giebt durch Fortschaffung der Nenner 
(7.) 3= AR ++) + (PH QWE—N1), 
also Tür we 
(8.) Bee len 
und fir 22 7Z-1=0 
(9.) 3=(—-2P+ Qt +(—- P—Q), 
also 


(10.) --2P+Q=0, P+Q=—3, ode P=—1, Q=—2. 


Ne 
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Dadurch erhält man nach Formel Nr. 20 und 110 der 
Tabelle 


(11) f; dt =/; dt "(+ 2)dt 


B—1 .)/t—1 JR -+2+1 
= lt —1)—!l@+t+]1) —Viaretg("), 
v3 
also | ; 


A 
u a = 3Yz+l(Yze—-y—!l(YV®+Yze+1) 
a 
— Varel II): 


Aufgabe 3. JzdeVYa+z2=? 


Auflösung. Hier ist zu setzen 
(13) Va+tz=t also a+z=t, z=r?—a de—2dt, 
dann wird 
(14.) /xdzYa +2 = S2(E — a)t2dt 
25 2at? 
— 2 firdt — 2a /t2dt Sr, Vera 
| 5 3 
oder 


(15.) /zdeVa+ x = (32 — 5a) = 2,(a+2)Va+x(32— 2a). 


Man hätte auch die Integration in folgender Weise aus- 
führen können. Man setze 


(16.) 2aYa+ 2=(a+2— a)Ya+ 2= (a + 2)! —ala + 2)*, 
also nach Formel Nr. 9 der Tabelle 


(17.) /adeVa-+ x — Sa + x)? da +2) — afla + z)?d(a +2) 
=$(@+ 2)! —$ala + 2) 
— (a +x)Va + x (32 — 2a). 


Aufgabe 4. Na — z)de Yb— 2 =? 
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Auflösung. Es sei 


(8) YP—z—t, ao b-zı=B, a=5b PB, da——ard, 
dann wird 


(19.) Na = x)dey (b — 2)? — /(a — 5 + 2) (— 32di).* 
in 3/ (a — b) Zee 2" ]dt 


> 5fa—b)P 2 
Be 


3” | | 
ee Au ee; 
ni — 8 (a — 5b) — 5f?]| 
el 2)y (b — x)? 
PET, (5r—Sa+3b). 
Aufgabe 5 Sue, 
Vz + Ehe 


Auflösung. Es sei 


(20) Veta=t, ao +ta=f, 2 =R—a, de= 2tdt, 
dann wird 


(21.) (ea A =, | LE fe 
| 4 aVx+a (?— alt Al 

Dies giebt nach Formel Nr. 59 der Tabelle 
Be dx Ve) Vr+« a— Ya 
Bo (> 2 ) 
S zyr-+ a v. ER Va Veta+Ya 

Bl + 7 a Ve) ) 
Va ? 


= 7. 1? + 22 Valais ar SD) 


Aufgabe 6. N= ae =: 


Auflösung. Es sei 


a+r a-+: 25 
(23.) FANaE ER EN 17 ud BZ ; , 
aA— 7 a—ıx "—1 
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2. 4atdt 

(24.) a: 

dann wird 

= ja+z, fen Pdt uf“ +1— 1)dt 
en) N ge Gem (? +1) 


FRE U 22) (5 =: 


Nun ist nach Formel Nr. 18 und 109 der Tabelle 


Ber 
26. — arte 
(26.) hr arcte?, 


{27 Ep“ 27 — Iareto 
N er) _ 22)? an“ +, /iE asgr 2 ia ar sarcig?, 


folglich wird 


| EI rn u Se Ar RR] IA 
(28.) N de=a|, arctg? en, 


oder, da 


a+x 2a t Vea?— x? 
It2=1 = UBS TEE 
ar ar rer EN 1+7 2a 


ist, 


a) et: 


— de — — 2a wete CH an Ve — a. 


LO 


Einfacher kann man in diesem Falle die Integration aus- 


führen, indem man 


\ a+z_ % er Ha) N 2 
(30.) == (a— x2)(a + x) Var: 


‘setzt; dadurch erhält man nach Formel Nr. 22 und 25 


Tabelle 


at rd: " xdx 
(31.) N: —, de = A: + ar 


— aarcsin 2) — Va. 


der 


Dieses Resultat weicht allerdings in der Form von dem in 


Gleichung (29.) enthaltenen ab; setzt man aber 


224 $S 36. Einführung der Irrationalitäten Vr-®, VvEe+y Ver-y- 


(32.) were ]/© zu a ala na — y: TE 


’ 
ÜR——HE d —-Tt 
so Ist 
at z {022 
I = Ar also Se ; 
AL 122 Tal 
oder 
sin?z — cos?z my er 
(38.) 2= a - — — 6(005%2 sin) = 70.003022) 


‚sin?z + cos?z 
. SER 
— asin{22— —)- 
sin( z =) 


: r e x Tr A 5: ” 
(34.) arcsin(,) — 92 — „= are te)/ ar ERL 
( 2) Ar 


0 ZA 


Deshalb wird 


so dass die beiden in den Gleichungen (29.) und (31.) ange- 
gebenen Resultate sich nur durch eine Integrations- Constante 
von einander unterscheiden. 


Saler 
> 
Zurückführung der Differential-Functionen von der Form 
F(z, V Aa? + 2Bz + C)dx auf Differential-Functionen 
von der Form f(y, Vy—ad)dy, f(y, Ve+y)ay, 
FY, Ve—y)dy. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 114 und 115.) 
Es sei F(x, V Aa? + 2Bx + C) eine rationale Function 
von z und YV Az? + 2Bz + C, dann mögen zwei Fälle unter- 
schieden werden. 


k2Fall? 240: 
Setzt man 
| Ax-+B s [D2 
2 De Be 
(1.) IB Va ‚ ao ”= Ar +2Br+ n 
so wird 
(2.) As 2982 ae eben 


A 
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2 


2.2 40 —B ni: AMT 
Hierbei wird Ta positiv oder negativ, jenachdem die 


„Diseriminante* B?— AC negativ oder positiv ist. Um diese 
beiden Fälle zusammenzufassen, setze man 
AU— B? h 


(3.) orte; 
A 
dann wird 
(4.) 42 +2Be+C0=yY-+e. 
Aus Gleichung (1.) findet man noch 
(5.) = vVA—B, en en ’ 


A wa 


folglich wird 
(6.) fr« VARF2BEFÜ)de- lu lee WVA—B ER). 


IkrEall -A=0. 
Setzt man 
Az -+'B B:? 


2 a a — y? = Ar? 2Dbx — 
07:) va » also Y 4x? + 2Bx — 
so wird 
(8.) A anal ee y2. 
nn LE ER | 
Hierbei wird EFT positiv oder negativ, jenachdem die 


„Discriminante“ B?— AC positiv oder negativ ist. Um diese 
beiden Fälle zusammenzufassen, setze man wieder 


AC—B B—AC 
rt ERS 
(9.) mt) 


dann wird 


(10.) Dem 2bre (2 Say. 
Aus Gleichung (7.) findet man noch 
—A— d 
(11.) nn, ei 


folglich wird 
Kiepert, Integral- Rechnung. 15 
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(12.) fm. VAR +2BE+ O)de — 
vr : VAR ae ) 
Ir( 5 ‚, VER —y Va; 


Gilt in Gleichung (12.) das untere Zeichen, so wird 


(18.) Ar TaRı - CZ ver i Va: -+ y: 

für alle Werthe von = ?maginär, so dass in diesem Falle 
F(x, VAr® + 2Bze+Ü) eine complexe Grösse ist. Deshalb 
lassen sich auch bei Ermittelung des gesuchten Integrals com- 
plexe Grössen nicht vermeiden. Man kann in diesem Falle auch 


(14.) V4Ax: + 2Bze + C=iV— (Az? + 2Br +0) 
setzen und erhält dadurch eine Wurzelgrösse, auf welche die im 
Falle I gemachten Voraussetzungen zutreffen. 


ST: 
Uebungs-Aufgaben. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 116 und 117.) 
dx 2 


; JYVAa? +2Bz+C 


Auflösung. Im Falle I erhält man nach Formel Nr. 114 
der Tabelle | 


4 —_ Hd __—_ I 1y+ Ve) 
Va Yayszaı 7 WE 
MS Az ii f 3 r > 
En ( DU Ve Br c). 
VA VA ge v ne a: 
Beispiel 1. A=4, "B=27 C = 3 7 BZ70 0 
nn l@x +1 423 + Az — 3). 
a „\@ a A 


Beispiel’27 A= TB a B—A0=—,: 
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i : pi 1 
(3.) / = - =. +Va? +e+l): 
Su Ve 22 Eee 
Im Falle II erhält man nach Formel Nr. 115 der Tabelle 
Te 
VAR F2BzrC V-AVY+a—y 


Beschränkt man die Lösung auf den Fall, wo das obere 
zechen eilt, so erhält man 


de 1 : dy E EA, 
(4a. u ee — = zu (2) 
VAr+ ee as X ar Kann A u 


1 Az -+DB 
nn aresin( ——)= -arcsin — 2): 
A Te AG Va, VB? — AC 
Beispiel. A=—1, Br (ah: te 


(5.) I aresin ("7 Zr). 


Gilt das untere Vorzeichen, so wird die Aufgabe auf 
Fall I zurückgeführt, indem man 


de 1072 de 
2 See en LEN 
VAR r2BzE FC t/)VAar2Bert 6 


1 2 + Bı 
= — (= —— — + YV A,2-+2B c) 
iVA, YA: Vz B 


setzt. Dabei ist 
(7.) NH SD WON Er 
Aufgabe 2. Sdey Ar? + 2Br + 0=? 


Auflösung. Im Falle I, nämlich in dem Falle, wo 4>0 
ist, erhält man nach der Formel Nr. 114 der Tabelle 
(8.) fazy Ar: +2bzr +0 ee far ta, 


VA 


also mit Rücksicht auf die Formeln Nr. S6 und 86a der Tabelle 


15* 


228 $ 37. Integration irrationaler Functionen; Uebungs-Aufgaben. 


(9.) Jay Ar +2Br+ u Va [vr =## — u+Vy=e)| 
1 Be +B 
re Az? +2Br +6 
VAL ya ag 
SE le 3 Bb ı VAR TEBE LE 


Beispiek 1. A4=a75 2, Be D°?— AC = 16. 


Sdxzy 4x: + 42 — 3 = 4[(2x + 1)VY4R? + 4x — 3 
— 427 + V4r +42 —3)]. 
Cu Bear 


1 
Hlya 
E 5 veszaı 


(10.) 


1+ 
Beispiel 2. 4A=1, DB = 
(11.) fav +:+1=- 


1 
2 
z 
4 


y = 


+, (I + Ve tzHn)). 


Im Falle II, nämlich in dem Falle, wo A<0 ist, wird 
nach Formel Nr. 115 der Tabelle 


. f £ 1 = 
(12.) fay AR +2Br +0 = — —— [AVER—R. 


Beschränkt man die Lösung auf den Fall, wo das obere 
Vorzeichen eilt, so findet man nach Formel Nr. 80 der Tabelle 


IL Re: Beast EAST EN 2 x 
(1 3.) fieV Ar + 2.Br+ '&; == V are: - eve — y° + = arecsın ®) 


= Be — — a 2 A2?+2Bz +0 
9y—A 1,71% 
BB? — Ar+B |. 


PR arcsin| — ——— 
4 | VB: —A0 


19 


Re 


Beispiel 3. A=—1, B=,. 0=0, B- 402 


“>. 1f22e—r,, 5, is) 
ET ae BR" #} ; 
farvra E >| 5 Vre—2? + 7 arcsin( 5 


$ 35. Integration von F(x ‚ VAz&T 2Bx-+()de, wenn A>0. 229 


Diese Beispiele mögen zeigen, wie durch das in S 36 angege- 


D 


bene Verfahren Integrale von der Form /F(z, V Ar? +2Bx + O)dı 
mitunter auf bereits bekannte Integrale nickseniint werden 
können. 


S 838. 
Integration der Differential- elinetion F(z, V Aa?+ ar Od, 
wenn 4 positiv ist, 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 115 und 119.) 

Aufgabe 1. /f(y, Vy? + a)dy =? 

Auflösung. Wenn das gesuchte Integral nn aa bisher 
entwickelten übereinstimmt, so setze man 
(1.) Ve? Z&®=t—y odr t=y+Yy-+a, 
also 


2 2 a: 
(2.) Y—a—=r—2y+y, ode y=— SFR 
rar“ ?2% oa 
(3.) Ve Ü aa Z Aarr ae Bun 
| (F-=.ad)dt 
(4.) dy — EIBREN ’ 


folglich wird 


2 2 Rn Iren 

6) (rw Veze)ay lee pe Lane 

Wenn f(y, Vy? + a?) eine rationale Function von y und 
Vy:—+a? ist, so hat man es durch die angegebene Substitution 
erreicht, ieh die Function unter dem Integralzeichen auf der 
rechten Seite von Gleichung (5.) eine rationale Function der 
einzigen Veränderlichen 2 geworden ist. Diese Substitution 
wurde bereits zur Herleitung der Formeln Nr. 23 und 23a der 
Tabelle benutzt. 


ee Gleichung (5.) wird nämlich 


i tee - U = a, RER, 
TE + a: -/ 222 + a) a 
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Aufgabe 2. /F(x, V Ar? + 2Bz + O)de =? 


Auflösung. In S 36 wurde gezeigt, wie man das gesuchte 
Integral in dem Falle, wo A> 0 ist, auf ein Integral von der 
Form /f(y, VYy? = a?)dy zurückführen kann (vgl. Formel Nr. 114 
der Tabelle). Ist diese Umformung erfolgt, so gelangt man 
durch die in Aufgabe 1 angegebene Substitution zum Ziele. 
Man kann aber auch die Umwandlung der vorgelegten erratio- 
nalen Difterential- Function in eine rationale unmittelbar aus- 
führen, indem man 


(6.) V4x&+2Be +0 =t—xVA 
setzt. Dadurch erhält man 
(7.) Az? +2Be +0 =R— 22 VA + Ar, 
oder DEV AT BY REG 
DET 2 >Bt YA 
u len 
2(tYA + B) 2({Y A + B): 
EST ; Pe (0), IM 2 9) I/ ; 
(9.) V A2x?+2Br+ Mr ( CyA gi ?y A+2Bt+0VA . 
2(tY A+B) 2((VYA-+ B) 


Dies giebt 

(10.) /F«, VA? +2Bx-+ C)de = 
fr a Ve (PVAÄ+2BEHOV Aydt 

2tYA+B) 2(yYA+B) 2ty A + B) 

wobei nach Gleichung (6.) 

(11.) t=zVA+ VAR + 2Br 0 

ist. Wenn F(z, V Az? + 2Bz + C') eine rationale Function von 
z und V A2?+2Bz-+ C ist, so steht unter dem Integralzeichen 
auf der rechten Seite von Gleichung (10.) jetzt nur noch eine 
rationale Function von ?, welche nach den Regeln des vorher- 
gehenden Abschnittes integrirt werden kann. 

Man erkennt, dass die Aufgabe 1 nur ein besonderer Fall 
der Aufgabe 2 ist, welchen man erhält, indem man die Inte- 
grations-Veränderliche mit y bezeichnet und 

NEN Er 


setzt. 
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Uebungs- Beispiele. 
Aufgabe 3. /dyYy? + a? = 
Auflösung. Nach Gleichung (5.) erhält. man 


lan ([eEER)d Pa 
WR yyrze=j a 


— Al - ee = fe 20H + at ’)dt 


1yR a4 a 
N RE 5) ee le 
Ag 27 Pau 2 
Dabei ist 
eek . ae 
a 
also 
j Er ft — at 
(18% Vrzee 


folglich erhält man in Uebereinstimmung mit den Formeln Nr. 86 
und 86a der Tabelle 


(14.) Juvrze=} En uU —+.a? Ben ly+ Va). 


Auflösung. In diesem Falle ist 
a eh a 0, 


also 
ur | 2 — 1 
a EHE ST ren, 
(15.) 2 2 
2. alu 3 anne 
ken GEH 1) ‚, Vetar1 1 , 


(16.) rd 22 —VR ++ Da (B—1)dt 
EEE as Area a 
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Nun ist, wie man durch Division findet, 
22 —2=(iH+1)E-H—-I=iarıt D° — (22!+1) 
also 


17.) Ze Le ae 
SL (+1): 2 W217 2022 05 
folglich wird 
rede A| 1 
18. ee ee — en == Dt + 1 
in JY+z+1 2 ze I 22+1 
424243 1 
—) DE 
KERN en 
it 


1 
Se 15 Mala 1% 


Dies giebt mit Rücksicht auf die Gleichungen (15.) 


zdr 


a0) f. = Var+2+1—4—1l22+1+2 Ve +2+1). 
Vz+2+1 


Bedeutend leichter findet man dieses Resultat durch An- 
wendung von Formel Nr. 114 der Tabelle, indem man 


2y—]1 
0) = 


Varztız vera dar =, 
setzt; dann wird 
2y—Ddy _ ( ydy 5 RR. > 


Vnrdr 
(21%) I. FE EEREE Ser Bere b) 
s Verzaıı 5 Va? + y? Ve+y: 2) Va? +y? 


also nach den Formeln Nr. 26 ne 23 der Tabelle 


rd Br SEN 
(22. fr en m — nl a? + y? — 1]( ? + ö 
) Ve+-e+1 b 4 N 


-Vatzti—, (+ Vatetı)- 


Dieses Resultat unterscheidet sich von dem vorhin ge- 
fundenen nur durch eine Integrations- Constante. 


2?dx 


Aufgabe 5. / ————? 
! JVY®+z+1 
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Auflösung. In ähnlicher Weise wie bei der vorhergehenden 
Aufgabe findet man hier 


(@ au ade 9 2 — 1)?de 
Vetz+l 5 (@+ı) 
1 2 12 9 
-,/[a-2-5% Ya (2 + 1) R (22 + Ta 
1 er TCM een 6 NEN 9 er 
=,’ ser Höre: 


er : fi : 
wobei die Integrations -Constante — 35 80 gewählt ist, dass das 


Endresultat einfacher wird. Es ist nämlich 


Er ag 30 Sieg, 22010 
Bor r Te (22 + 1) 
_ 4—12t—10 P+t+l 
2 +1 2 
ee) je 
361 Ba, 


er WESRTERAN 
Deshalb wird 
x?dz az San Mur 
24. eV 
io: N. 4 v EN REER 
— 41122 +1+2V®+r+]). 
Auch hier ergiebt sich das Resultat leichter durch An- 


wendung der in den Gleichungen (20.) angegebenen Substitution: 
dann wird 


R 22dzt (4y? — Ay + Day 
(25.) f Bern 
VE V®+y 
also nach Formel Nr. 84, 26 und 23 der Tabelle 
2?dx las a ya | 
2 ea 2 +92 — - |(y+Ya®+y? +12 
ern 5 »—,1W+V@+y’+12] 


- yet +a+l 


_. 2x 51 av tz 1). 
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In ähnlicher Weise kann man die Aufgaben 


| z2dx WE aAdz Zu ardr 5 
En Verer1- 8 /Vetz ie 
behandeln. 


Aufgabe 6. en 4, 
: ıy2+xc+1 
Auflösung. Aus den Gleichungen (15.) ergiebt sich hier 


I dx rk 
(27.) y ee = 2; ’ 
Ver +. +z2-+ 5 il 


also nach Formel Nr. 59 der Tabelle 
K de el e—1+YVR+r+1 
Jay8rt+z+1 =, + = U Ve —S) 
= 1 (7° +2 +1—(@ +3). 


Tc 


(28.) 


Aufgabe 7. F Be > 
; («— A)Ya: - Ha? 


Auflösung. Aus Gleichung (5.) findet man 


(29.) ER INS Er JE dt BR... 
(2 — k)Yaz? + a? E— 2a 


Dies giebt nach Formel Nr. 60 der Tabelle, indem man 
b=—-h = 


setzt, 
“ dr 1 t— k— VR: + a? 
30) |, a Tg Se ee 2. rg 6 — =): 
@ Vera VR-a mal +YVR RT 
Gilt das untere Zeichen, und ist a@ >42, so erhält der ge- 


fundene Ausdruck imaginäre Form, dann wird nach Formel 
Nr. 62 der Tabelle | 


2 v 
(31 ., en een art (7): 
(«—A)VY®—a Va—4? > \Va?— 7? 
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Zum Schluss muss man noch 


t=x2+Va? + a: 
einsetzen. 


\ l 
(1—a2)Y1 +2 
Auflösung. Nach Gleichung (5.) ist in diesem Falle 


2 21 2 + 1)dt 
ı = —— ‚, Vı +8 =" dm — | of ) 


P+H—1 +41 U6P+1 
% 2% TEE 


1—2?=(1+2)(1—z)= 


also 


3 dx warde ‚du 
82) f a Ben Sf =—2 Br ag FT 
(1—22)Y1-+ 22 bel Use OU 1 


wenn man 2? mit # bezeichnet. Nun ist nach Formel Nr. 61 
der Tabelle 


du du j! u — Un 
(33.) N le ee (= 
w— butl (u—u)u—u) W—Ua \u — Up 
wobei 


re oy2, Us d Du u —w= 4YV 2 
ist. Dies giebt 


f dx Me ar Kae 
A1—2)Yı+2  2Y2 u—3+2Y2 


(34.) 


Zaufe 2 
aya2 2253-4319 


Um das Endresultat als Kuncuong von x darzustellen, be- 
achte man, dass 
2B—1__—2+42V2_—1+Y2 en 
a2 Ze —=(-1+YV2)IV IR —z), 
3; Near V2\Vı+2°—2) 


also 


236 838. Integration von F(z, V 4x?+2Bz+C)dz, wenn A>0, 


5 En V2_(@_VSe+-1+V3Yıt = 
— (V2—1)(V1 ++ 2V2) 

ist. Ebenso findet man 

a ee 

folglich wird 


(35), 


RL ee 
2 na 2)Yı+a2 2V2 Ne; ya)! 


1 ie 2 


7 2y2\ | 
- Er) 0a] 


Schneller kommt man zum Ziele durch Anwendung von 
Formel Nr. 90 der Tabelle, indem man 
= d. 
38. — tet, also de= —— 
( 8.) “ ON) X co 4: Vı+ + ® 008 4 


setzt. Dadurch erhält man 


ri 


costdt cosidt 
(39. ) See 6) 9 = Eramrn ’ 
— 1? SE +22 Jcost — sint 1 — 2sin?? 


en wenn man 


V2sint=z, also Y2costdt = dz 
setzt und Formel Nr. 59 der Tabelle beachtet, 


a0)  —, AO A = — 1 
Ja—-»d)yı+z Varzzat Sy ai Are 


dabei ist 


folglich wird 
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er.) / ER ag ee ae, 
A ET er 
Ku Pr 
Van re 
Dieses Resultat stimmt, abgesehen von der Integrations- 
Constanten, mit dem früher gefundenen überein. 


3.30% 
Integration der Differential-Function 
F(z, V Az? + 2Bz + C)dx, wenn C positiv ist. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 120 und 121.) 
Aufgabe 1. //(y, VYaty2)dy =? 
Auflösung. Wenn das gesuchte Integral mit keinem bisher 


entwickelten übereinstimmt, so setze man Rd: 
a+Va=+ y? 
= —) 


(1.) VezyP=t-—a, oder t r 
also 
2 ne ey Dan Sa, oder RER 
2.) Beuys) Zaty + a, a 
—— _ 2ai? a? +1) 
2 +? = —— — m a EE 
Vezy=32; ee 
2a(l? + 1)dt 
\ dy = — — 
= y Gesin 


folglich wird 

NE rn (2a a -1)\N —ulEl)dt 
n ‘ 2 2 — . _ . 
5.) /rw Ve=y)dy See Bel (21)? 


erreicht, dass die Function unter dem Integralzeichen auf der 
rechten Seite von Gleichung (5.) eine rationale Function der 
einzieen Veränderlichen 2 geworden ist. Hiernach wird z. B. 
| NE, 1 jät 1 1,/a+Va— 2 
ee N | , 

: [27 [#7 LT 


J zVa?—2? wir, 
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ein Resultat, welches mit Formel Nr. 28 der Tabelle überein- 
stimmt. 


Aufgabe 2. /F(x, VAR +2Br +0)de =? 

Auflösung. In S 36 wurde bereits gezeigt, wie man das ge- 
suchte Integral auf ein Integral von der Form fi fY, V®zy)dy 
zurückführen kann (vergl. Formel Nr. 114 und 115 der Tabelle). 
Ist diese Umformung erfolgt, so gelanet man durch die in Auf- 
gabe 1 angegebene Substitution zum Ziele. Man kann aber 
auch die Umwandlung der vorgelegten rrationalen Differential- 
Function in eine rationale unmittelbar ausführen, indem man 
(7) VAR: + 2Ba + = ta —VÜ 
setzt. Dadurch erhält man 

A? +2Be+ CO =? —2teVCHC, 


oder 

(8.) Ace +2B= Er — 21VO0, 

also 

(9) _2EVCHB „_._2@VC+2Bi+ AVO)d 
N (? — A): 

nur Verwwnmeg/al® at AVE. 


Dies giebt 
(11.) /F(a, VAr? + 2Br + O)de = 


Weee B), PVC+ la —2 (PVCo+2Bt+ AV O)dt 
i 2 —A  — A (2 — 4) 


wobei 


(12.) = = (VC+YAr +2Bz +C) 


ist. Wenn F(z, VAx? -+2Bz+C) eine rationale Function von 
z und V Az? +2Bx + U ist, so steht unter dem Integralzeichen 
auf der rechten Seite von Gleichung (11.) jetzt nur noch eine 
rationale Function von 2, welche nach den Regeln des vorher- 
Sehenden Abschnittes integrirt werden kann. 
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Man erkennt, dass auch hier die Aufgabe 1 nur ein be- 
sonderer Fall der Aufgabe 2 ist, den man erhält, indem man 
die Integrations-Veränderliche mit % bezeichnet und 


ee ET te 
SeLzt. 


Uebungs-Beispiele. 
dz 


Aufgabe 3. yr Rn 
: V Az? +2Br + Ü 


Auflösung. Nach Gleichung (11.) erhält man 


(13.) REKEN nr de 

| JVAx: +2Bxe + C ET 

Ist A ‚positiv, so folgt hieraus nach Formel Nr. 59 der 
‘Tabelle 


u) f = de 2a N 
JYyAx: +2Br + U ya Et +YV A 
Age V Aa? + 2Bz ee zy A 
= 7.) VC+ YA + en) 
Dieses Resultat stimmt, abgesehen von einer Integrations- 


Constanten, mit dem in $ 37, Gleichung (1.) gegebenen (vergl. 
Formel Nr. 116 der Tabelle) überein, denn es ist 


(VO -+Y Ar? +2Br+0—rV A)(Ar+B+YVAY Aa? +2Bx+0) 
RO Ve Ver Ser e va) 
tolglich wird 
Vo+VArR + 2Br +0 +2V4 
VO+YAr + 2B2+0—zVA 
_ Az art +YA V 4x: KEnpen CH 


(15.) 


h B+YAC 
ALSO 
da 
(16.) / ern na 
R V Aa: +2br + U 
1 e I ara 
Se + V Az +2Ba+C)— len ) 
yA\ VA Kr VA 
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Ist A negativ, so erhält man aus Gleichung (13.) nach 
Formel Nr. 21 der Tabelle 


(17.) / 2% — 2 „aretg ( : > 

1% aan = zt nr 

-J/y Asa +2Br +Ü VE ANNE 

VO +VArR + 2Bz +ÖN 


2Vy—A 


—_ 


5 t 
= — — —— arctg (2 
V— 4A 
Auch in diesem Falle kann man die Uebereinstimmung mit 
dem in $ 37 Gleichung (4.) gefundenen Resultate (vergl. Formel 
Nr. 116 der Tabelle) nachweisen. Setzt man nämlich 


t 
(18.) p— 2arctg 7 SE 


(3) 
(1:99  sng=- — 2y— 4 


nee) 
rasen). Era 


(20.) COS Y Be ner 
nel) 4 

Ist der Bogen « erklärt durch die Gleichungen 

B V-AC 


(21.) sin & — 7 a ——3 (0IU = — —————jy 


so wird 


so erhält man 
(22.) sin(«—gY) = sine Cc0sp — COS@SINY 


0 Bi®+4)  , V—AC.2y—A 

 @—-A)yYB—AC 3 (?—A)Y B’—AC 

I EBAY EHE B)SIE HD 

" (e-—-A)yB:—AC VBr—ZA0 
Ar+B 


ee 
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Fügt man also in Gleichung (17.) die Integrations-Constante 


Ya na so erhält man in Uebereinstimmung mit Formel 


Nr. “ der Tabelle 


dx a! h Ar+B 
(23.) Fr = abe ehe arcsinf — ——.) 
V Ar: +2Be +0 Bu or Be a VB:- AC 
rd. 
Aufgabe 4. f 2 RE 
Syı Bang 
Auflösung. Hier ist 
(24.) J=1, B=}#, Gl, 
also 
2-41 AR+tErHd 
ee Be dx Sea 
2 —1 a 
=. West Een  SNEGERERESER WE 
ihre IR, Yırsta= 


Dies giebt in Uebereinstimmung mit Aufgabe 4 in $ 38, 
wenn man die Integrations-Constante 1 + 413 hinzufügt, 
(26.) / ae een Aeee en ur 
DVI I a er Di 


wi A ee zei 


3 
Eu: 1 ie Ma 


ke See s) 
we 


= ee. ayizası 


5. f 2 ——? 
Vi+z—2 


Auflösung. Hier ist 
27.) Amer hberdn D—l, 
also 


Kiepert, Integral- Rechnung. 16 
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+1 2(t + E—I)at 
a EI ea a7 2 
A, +1 ner Eh 
a _1+YV1+2—x ER ia 7 
> e= Vi+re—- 2= ®ı1ı 
"  xde (22+ 1)dt 
239. = .f Met: 
En JVi+z2— 22 a Urkan N 
2 I dt 


are 
Nun wird N Formel Nr. 109 der Tabelle 
t 
(1 Er, 2uU+®) 
folglich ist, wenn man die Ro... gleich — 1 
setzt, 


(30.) 10 : arctgt, 


i 2 { 
(31.) re Ze 
e+t— 
— = aretgi 
2 SE 1 


zeug ate(" a 


Bedeutend leichter wird die Lösung durch Anwendung der 
Formel Nr. 115 der Tabelle. indem man 


f 2t=—2y+1, also de= —dy, 
\Yyı+2— = YVa—y, 2a —=V5 
setzt; dann erhält man nach Formel Nr. 25 und 22 der Tabelle 


(33.) Er I Va 
| Var zer 2 ya? — y? 


ER rt 
=— Va y— „are sine 


(32.) 


Um die Uebereinstimmung dieses Resultates mit dem früheren 
nachzuweisen, setze man 
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_ mp2 
anne I) fr ie( )= 1+YV1+2—r? 


% 


B4.,G6 = 2arctg( 


dann wird 


P 
5) x ee 
212 (5) __ 2(2% —1 +V1+2— 2) 


PRT AL > 
1+1tg © 


BD ELSIU A=- 


p 
et) Be 
ee ee INTER) 
Sal ee 92: —1—4yVl +2 —e 


SON 


Erklärt man sodann den Bogen « durch die Gleichungen 


E i\ 2; 
(37.) SIT On 
V5 V5 
so wird 
z—|]N 


v5 


. Fügt man also in Gleichung (31.) die Integrations-Constante 


: 2 
(38.) sin(e — Y) = sin«@Ccosp — COSaSIny = 


E hinzu, so erhält man 


ee ee 
39. 1 = —— 
(39.) Ale een — Vl+2.— + 


— —_ Vi+tr2+-=- > resin 


Aufgabe 6. / Dale N: hr 
aV1 2-22 


Auflösung. Durch dieselbe Substitution wie bei der vorher- 
gehenden Aufgabe, also durch die Gleichungen (28.), erhält man 


dz dt 
a Pe A = ER. 2 — — l(2??+1 


ee 


ME <+2+2y1 er) 
x 
16% 
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Aufgabe 7 N REN LER hr 
(x — k) V1—.: 


Auflösung. Hier ist 


(41.) an RD = ei, LE 
folglich erhält man nach H Nr. 120 oder 121 der Tabelle 
27 ——— ni ae 1)de 
> — RR —ıı — Men — EN TER Eh 
(42.) c 2 ur ) Vı L n 1 ek + 1): 


dr 


Ss en een 


1 
oder, wenn man 4% mit Br bezeichnet und die Formeln Nr. 
und 3 der Tabelle berücksichtigt, 


dx f dt 


7 (ee 
Er m 9 
nee t— r+Vr—ı 


wenn »?>1 ist, und nach Formel Nr. 62 der Tabelle 


ee 


wenn r?<l ist. Zum Schluss muss man noch 
ri 


1i+V1— 1 
V 2 undr=- 
x k 


(46.) = 
einsetzen. 

Aufgabe 8. / 22 DR REN, 
(1-2) VL 22 


Auflösung. Durch dieselbe Substitution wie bei der vorher- 
eehenden Aufgabe, also durch die Gleichungen (42.), erhält man 


47) / ey 3] Or 
Atrsayia Jererti 
Da die quadratische Gleichung 
(48.) +62 +1=0 


die beiden Wurzeln 
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(=—3+2Y2=—(V2—1), 
\#=—3—2V2=—(V2+1) 


hat, so findet man durch Partialbruchzerlegung 


(50) —2— 2 _11-V2 4A Ir) 
2 er naar rs r+ 6) 


(49.) 


wobei 
sr = y2—-1, 5J=V2H+1 
gesetzt ist. Dies giebt nach Formel Nr. 21 der Tabelle 


anal 


Setzt man noch 


(53.) arctg ( p, aretg (5) =y, 
a b 

so wird 

t t t Z 
54. ee te zei ı 
( ) Oo f ad vos ’ al) b V2 ee 
also 

GL. a ee ee 


folglich wird 


da =y2 
dran Fi " ae Te 2’ 


Einfacher findet man dieses Resultat durch Einführung 
trixonometrischer Functionen, also durch die Substitution 
(57.) z=sint, V1l— 2? = cost. 

Vergl. $ 10, Gleichung (7.). 
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$ 40. 
Integration der Differential-Function 72, Y A2?+2Bx+ O)dz, 
wenn 3? -——- 4C positiv ist. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 122.) 
Die Wurzeln der quadratischen Gleichung 


(1.) Ar +2Bze+C0=0 
sind bekanntlich 
le: PN Ei: r ut: IL varahr, 
2) = zu A re = 


Unter der Voraussetzung, dass BD? —_ACU>0 ist, werden 
beide Wurzeln x, und 22 reell. Setzt man in diesem Falle 


(3.) al n=—{, wobei ey = 4 
sein möge, so wird 
(4) 4A? +2Bzr+0= Aa — 2) (2 — 2) 
) 
== ur (2 -- -) (2 -1- = (ax +P)(yz + 6). 


Jetzt möge die neue Integrations-Veränderliche 2 durch die 
Gleichung 
(5.) VA: +2Br + C0= t(ax + P) 
eingeführt werden. Dadurch erhält man | 
Az? + 2Bz + C= (ex + PB) (yc + 0) =L(02 00)% 


oder 
(6.) "R + Ö — (ax ie ß), 
N  2(By — wö)tdt 
i% een 2 (7 — at?)* 
@) ey, Vasen 
| az +P : n y— at? 
Dies giebt 
9) IF, VAR + 2Bz + Ode = 


F pr —0d (By — wö)t 2(By — aö)tdt 
/ y— ab y— ut" ) (7 —- 0)? 


«/ 
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wobei 


| ye+d 17 Ä 
10.) t= \ Fi T . VA? +2Bbz +0 = Vlex + 8) (yx + 0) 


Uebungs- Beispiele 


dx 
Aufgabe I. /-—— ed 
erg 


Auflösung. Aus Gleichung (9.) folgt 
(11.) ZU ED REINE 
Ver +B)(y8 + Ö) ya 


Setzt man hierbei 2 = +42, jenachdem A 


- positiv oder 
negativ ist, so erhält man für das obere Vorzeichen nach Formel 
Nr. 59 der Tabelle 
dx 


el VesF ) 


(I 
+ Je ch Ba 
] Vasen V rl + N 

Ver Ware +9) — Vr(ux +8) 


Für das untere Vorzeichen wird nach Formel Nr. 21 deı 
Tabelle | 


u 


NE n 
2 — aly£ + 0) 
er a ne Ar@t hr 
V—-ey e)/ y(ax + P) 
Aufgabe 2. r EREESIER 
Var 
Auflösung. In diesem Falle kann man setzen 
(14.) N VE 
also 
15)a=1, ß=0, 


ehr By ud er 
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rt 

|: re 
(16.) Br 
a ar een 


folglich erhält man mit Rücksicht auf Formel Nr. 109 der 
aan: 


wie | dt 


—— r—z 
I Vene art ne . 


12dz z?dr 
In ähnlicher Weise kann man Fr EN En re 
a3. Vre— 22 
berechnen. 
dx 7 
Aufgabe 3, j— —— 7 
zVrx — x? 


Auflösung. Durch dieselbe Substitution wie bei der vorher- 
gehenden Aufgabe, also durch die Gleichungen (16.), erhält 
man hier 


WE EEE = x? 


a Re 2. 2Yrx — 2? 
— n| 3 


72 
Aufgabe 4. Far er ? 
2-2) VyLe> 
Auflösung. Hier sei 
(19.) ve + =1+xr, also y+d=1—ız, 
20), geh pfeil, ya 1 0er 00-2, 
?—1 21 Aldt 
(21.) X EN Tanz, yı Fr ergE er 
ar 
22 en RN 2 


Dies giebt 
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dx 2 TR: 
(23. f 2 a ee ee 
Je +1)Y1ı— 22 A: 


“ 


J/I2 — N)y1 — 1? 


In ähnlicher Weise wie bei der vorhergehenden Aufgabe 
findet man 


(24) b REN EIER 
Ne a 


Aufgabe 6. 


rer er 
Auflösung. ER sei 
ee -ß=z +1, ao yer+d=r—l, 
Di=eL, De]. A o=—1, Br —od=2, 
> 1 Sen 21 Atdt 
ur Ve? — 


== $) In oe u, 
I Re Se 


x —1l 2 
. Bi FRA FÜRE = ne 
(26.) Var e+ı a 
Dies giebt 


(27.) hesavan en #=i=V2-- 
| 1)yz=—1 


Aufgabe 7. je ———)? 


In ähnlicher Weise wie bei der vorhergehenden Aufgabe 
findet man 


(28.) heaven x -1 | 


KHz—1)y2-1 21 
Aufgabe 8. = = 
(x — k)VYre—.a? 


Auflösung. Auch hier findet die durch die Gleichungen (16.) 
angegebene Substitution Anwendung, und zwar erhält man, wenn 
man 
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(29.) Ja = kg 
setzt, 
" ER FaeczE 
( 30. Er en 24 > en == 2) SER 
— k)V re — 2? |; Ai) ee 1) 
BD b dt 
kJe—gH+l 


Dies giebt für y>1 nach Formel Nr. 59 der Tabelle 


-(31.) Ve GEF 1 SACHS EN, Te a 2, 
(e—k)Yre— 2? kYg—1ı \+Vg—1 
Dieses Resultat kann man noch auf die Form 
ef (ED Verb 
Mar % Nas Tr Ver - = — Set, Vir—x) + Velr— A) 
bringen. Ist 9<1, so findet man nach Formel Nr. 21 der 
Tabelle 


5 da 2 t 
39; N = Se ee re ee arctg ( a) 6) 
se (e— k)VYre— 2? kyı1 —g y! —g 


also 


dx = 2 Var 
(34.) Ines kyre a: Vklk—r) an ) 


1+2)Y1 — 2 


Auflösung. Hier sei 


(35.) a 6 ar yon Oz lerer 

also 

Elan rer rn Ze ar 

Ri 1l+z Atdt 

(87.) Fr Ds — + ıy’ 
ET ul), (tt +1 

(38.) yı- = BE = Ps 


Daraus folgt 


| de: (? + 1)dt 
39. RI ty Pet Sek ir 
“ [ar +1 
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Die Wurzeln der Gleichung 


(40.) E+H+H1= VER HN)=0, 
nämlich 

Dee Te ut IL va, 
ee een ee yo h 
E27 v2 var! Van v2 


sind sämmtlich complex. Indem man je zwei conjugirt complexe 
Factoren von 2 + 1 mit einander multiplicirt, erhält man die 
reellen Producte 


(42.) Be er SAHNE 
(43.) Gut £2rWV2H1 
und die Partialbruchzerlegung 

(44.) Be ai 


+1 2—ty2+1 Pr+iıya +1 


Ps: 1 
Is eo up: ul ); 
Deshalb findet man nach Formel Nr. 62 der Tabelle 
4) ans y v3 [arctg(?V 2—1)+aretg(tV2-+1)]. 
Dieser Ausdruck lässt sich noch wesentlich vereinfachen. 
Setzt man nämlich 


(46.) arcetgtY2 —1)=5, arctgltY2 +1) = n, 
so wird | 
(47.) twe=tV2—1, gr =tVY2 Hl, 
N _ tgE+ttgn _ 2MyY2 _ 1Y2 
(48.) An a I er ice 29 PB] 
Nun ist nach den Gleichungen (37.) und 68.) 
21 KiE — 12 21 
= 5, =] a ‚ Vi-a? Ze also mar on 
folglich wird 
Vo var 
(49.) tg($+7 are &+n= —.arctge| —— ) 


252 $ a1. /Fix, VAr?+2Bx+C)de, wenn A<0, 0<0, B—-AC<O. 


PL dır ee Viz# 
e eV V2 75 Er zV2 ee) 


In S 39, Aufgabe S hatte sich ergeben 


dx 
>14 3 =; ee tg 
ne ee ae: (Fi 3: 


Die Uebereinstimmung dieser beiden Resultate findet man 
leicht, indem man 


Va 


Vi—.2? 
52.) arct (—.- ) a = 
( g 22 2 Sp y8 


setzt; dann wird 


7 xy 2 
53. MR — nu —a hi a r): —g=aretg( — : 
Sn, i 2 Sa a 


Fügt man a in feine (50.) die Integrations-Constante 


Y: hinzu, so erhält man in Uebereinstimmung w Gleichung (51.) 
2y2 


Le 


6, ee a m (I ne) 


— 75 =(3- -p)= = meta nn) 


Es war schon damals hervorgehoben worden, dass eine ein- 
fachere Lösung dieser Aufgabe durch die in $ 10 angegebene 
Methode, nämlich durch Einführung trigonometrischer Functionen, 
gefunden wird. 


S 41. 
Integration der Differential-Function 7x, YA=?+2Bx+ O)dz, 
wenn die drei Grössen A, C und B?— AC negativ sind. 
Es sei jetzt 
(1.) Ber AU 0m abo AU nz 
die beiden Grössen A und C haben daher dasselbe Vorzeichen, 
so dass die weitere Voraussetzung 
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(2.) A<O 
die andere 
(3.) U<O 


nothwendiger Weise herbeiführt. Nun wird 


4) At + 2Bz + = [42° + 24Br + BB + AC— B}] 


1 
= (de+ 2’ +A0— B)]; 


folglich ist in diesem Falle der Ausdruck in der eckigen Klammer 
bestündig positiv, was auch = sein mag, also Ar?+2Br+C be- 
ständig negativ, denn A ist negativ. Deshalb wird die Func- 
tion F(z, V A2?+2Bx+0C) selbst eine complexe Grösse, wenn 
die Ungleichungen (1.), (2.) und (3.) gelten, weil YAz2+2Bz-+C 
stets zmaginär sein muss. Es ist daher nicht möglich, 
SF, V As? +2Bx+C)de in reeller Form darzustellen. Unter 
diesen Umständen wird man, wie schon in S 36 hervorgehoben 
wurde, am besten 


5.) /Fla, VYAa?+2Bx+C)de = /F(z, iV Aı2?+2Bıc+ Cı)dz 
setzen, wobei 
(6.) Aı == —ıuA, B: = b, Ci =>, — C 


ist. Man kann dann das in S 38 und $ 39 angegebene Ver- 
fahren benutzen. 


8 42. 
Normalintegrale von der Form /F(z, Y 42?+2Bx+ C)de.*) 
Ist F(xz, VX) eine ganze rationale Function von x und 


VX; wobei man der Kürze wegen A2?+2bz+C mit X be- 
zeichnet hat, so kann man F(z, YVX) immer auf die Form 


i RG, va) = N) + Ma. Vx 
R? a) y(z) + wir). VX 


*) Der Anfänger darf die Ausführungen dieses Paragraphen über- 
gehen. 
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bringen, so dass g(x), h(z), g(z), w(x) ganze rationale Functionen 
von x sind. Daraus folgt 


(2.) F(z,YX) = er Een en as j 
6) + H(x).VX 
(2)? — vie)? X 


es [ sd) y@) — ha)yle).X= Gle), 

| Aa) pe) — gl@) U(e) = Hla) - 
setzt. Bezeichnet man noch den Nenner g(z)? — w(z)’. X mit 
N(z), so ergiebt sich 

— Ge), Hz) 3,— + H(z)X 

4, ei 9 X — 

ER N@).YX 
Die gebrochene rationale Function an kann man nach 

den Angaben des vorhergehenden Abschnittes durch Partial- 


Ne (nöthigen- 
falls nach Absonderung einer ganzen rationalen Function) in 


Partialbrüche von der Form 


JiE P£2Q 
und .- 
BR NT ep +lR]r 
zerlegen. Deshalb kommt es im Wesentlichen nur auf die Be- 
rechnung der Normalintegrale an: 


wenn man 


bruchzerlegung integriren. Ebeuso kann man 


mdx i dx 
ee —rh=f | Ee, 
= | By VR away 
5.) =: (Pr + Qldır 
(e—g)? +RPPyX 


Diese Betrachtung bleibt auch noch richtig, wenn X eine 
ganze rationale Function beliebig hohen Grades ist. Bezeichnet 
man mit X eine ganze rationale Function zweiten Grades, SO 
wird es im Allgemeinen zweckmässig sein, die in $ 36 angegebene 
Umformung vorzunehmen, so dass es bei dem Normalintegral J, 
nur auf die in den Formeln Nr. 22, 23 und 23a der Tabelle 
berechneten Integrale 
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(6.) I ee = aresin(” ) I — uf +Vx?—+ a?) 


ankommt. = gleicher Weise geben nach dieser Umformung die 
Formeln Nr. 25, 26, 27, 76, 83 und 83a der Tabelle an, wie 
das Normalintegral J,, nämlich | 


IF amdx amdz 
Ve JVoze 


berechnet wird. Auch Js kann man in dem Falle, wo = 0 
ist, mit Anwendung der Formeln Nr. 28 bis 33, 82, 88 und 88a 
der Tabelle berechnen. Ist aber 0, so Setze man zur 


Y dx 

Berechnung von / 2 
I (2 — k)" Va? + 22 

5 2 2 2 
72) Herten N also ee ee 

z— fh z—Ä 

u ee ng nr 
(8.) dı = -— ee Ve+2-=- TR ’ 
ek —— 5 _ VA + a)(a?’+ 2°) 

(9.) TEA Va a Sy : 


Dies giebt 
(10.) } = al f 2 — A'Tidz 
"Sa — k)" Va? -+ 2? (R+ayr-1yYR+a) Vatz 


Das Normalintegral J; ist also auf die Normalintegrale J, 
und J, zurückgeführt. 


In ähnlicher Weise setze man zur Berechnung von 


f dz 
(2 — krYar—a: 


kz — a? AN} 
Le) 2 = —- also a ne 
an, ARE aa 
NEAR . a ‚ VeZa- V(k = = a?) 
Ba 1. _VR—e) ee 
2 BE Na re a) 


ey 


256 $ 42. Normalintegrale von der Form oe F(z, y 4x: +2Bx-—C)de. | 


Ist 4#?>0, so wird daher 


h dx 1 (z— kidz 
14.) / BET ame: = 
% (X _— A)" Ve— a? (42 _— a?) Vz? — ee; 


und für 4?< a? wird 


15) [, EUER 4 j Ar de 
[TR yn Vz? a? (Er a ı Va? m Va? — 2? 
Die in den Gleichungen (11.), (12.) und (13.) angegebene 


R MITA 5 dx 
Substitution führt auch zur Umformung vonf u NE 


wird nämlich 


| Ve DB: V%R?—a?) (a? — 2) 


zk 
NED: RATTE 
vr Va V(#—a)(a@ —x?) 
ur 2 —k 


also für 2 > a? 


(17 f dx 1% (ak tie 

1% = En ————— 9 
Se A) Ve? —ı? (42 ea Vh? 2.8 Vei— 2? 

und für #2 <a 

a a 


x dx 
2. — 
a 


Das Normalintegral Jı kann bei Anwendung complexer 
Grössen durch Integrale von der Form Js dargestellt werden. 
Will man aber complexe Grössen ganz vermeiden, so wird man 
entweder die in S 38, 39 und 40 angegebenen Methoden an- 
wenden, oder man wird im Allgemeinen noch zweckmässiger 
nach den Angaben in S 10 (vergl. Formel Nr. 89, 90 und 91 
der Tabelle) trigonometrische Functionen einführen, nachdem man 
durch die lineare Substitution 


f az + 
19. = 
Si ee 


und durch passende Bestimmung der Grössen « und # das 
Integral auf Integrale von der Form 


“(Pr + Ode 

(2> + pr)"y vr 
zurückgeführt hat, wobei Z einen der drei Werthe a? + 22, 
2? — a? oder a — 2? haben soll. Durch die Substitution 


adt —— a 
, 2— t Do 2 22 — 
eo RN ler cos ? 


erhält man dann 
21.) (Pz + Q)dz __ f(Pasint + @cost)cos’""°%. dt 
"Se + p2)" Va? + 2? u (a? sin?! + p? cos?t)” 
ED, Co8?r 27 d(cost) 
N [a? er (pP? — a?) cos?t |” 


"A sin)" td(sind) 


Durch die Substitution 


tdt 
a, _ sin 


(22.) ET a ser Se ae Pr V?— a = atgt 

erhält man 

(23.) f (Pz + Q)dz (Pa + Qecost) cos?""?t. dt 
(22 + pP)" Vz? — a? (a? + p?cos?t)" 


d(tgt) 
— Pu 
en +?) + adtg?t]" 


(1 — sin? rt. d(sind) 
2 afı [(a? + p2) — p?sin?t]" 


Durch die Substitution 
(24) z=asint, de= acostdt,. VYa— 2? = acost 
findet man 
33 f (Pz + Q)lde  ((Pasint + Q)at 
(z 


>2 -.- p)"Var — 22 in (a? sın?? + p?)" 
d(cosi) 
|(a?+p?) — a?cos?t]* 


(I+teyrtdlten). 


——P 
G [(a? + p?) tg%c+ p2] 


m 
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Ausserdem kann man auch Recursionsformeln herleiten von 
der Form 
(Pr+Q)de _ (Rz+S)VZ tar (Pre + Qo)di 
(+ pP)" Vale; Fo We; (2? +p?r1VZ (22 + p%)" ?V 
wobei man die unbestimmten Coefficienten R, 8, Pı, Qı, Pa. @: 


(Rz+ S)VZ 


(26.) 


durch Differentiation von 


IX. Abschnitt. 
Integration transcendenter Funetionen. 


8 48. 
Herleitung einiger Recursionsformeln. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 123 bis 123.) 


Schon im ersten Theile ist die Integration zahlreicher trans- 
cendenter Functionen ausgeführt worden, wobei sich die Formeln 
Nr. 13 bis 16, 35 bis 58, 66, 68 bis 75 der Tabelle ergaben. 

Diesen Formeln mögen noch einige weitere durch die Lösung 
der folgenden Aufgaben hinzugefügt werden. 


Aufgabe 1. Ssin”x Custedar ir 


Auflösung. Ist » eine ungerade Zahl, so findet man die 
einfachste Eösung der Aufgabe mit Hülfe von Formel Nr. 44 
der Tabelle; und ist m eine ungerade Zahl, so kann man Formel 
* Nr. 45 der Tabelle mit gutem Erfolge anwenden. Sind aber m 
und » beide gerade Zahlen, so wird man durch partielle Inte- 
eration zum Ziele kommen. Nach Formel Nr. 67 der Tabelle 
ist nämlich 


(T.) Jude a — fodu; 


setzt man also in dieser Formel 


(2.) Ze rd = cos"7 sinzdz, 
und deshalb 
Re COS tz 
(3.) du =(m =) SS 00820 ev = ee, 
n-+1 


so erhält man 
vie 
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sin”-iIrcos"tiz 
(4.) sin”z cost de = — ——. 
n-+ |] 


m—1/|. 
SIR UBER m—2 N-+-2 
+ fin 2 cos" tT?rdr. 
Ist m positiv und » negativ, so ist diese Formel sehr 
brauchbar. Ist z. B. 


n=—m, 
so geht Gleichung (4.) über in 
sin”z sin®—1z mei sin” -2z 
——de= er ed, 
cos”z (— m+1)eos"—1z © —m-+1,) cos"2z 


oder 


6) farade = ptarte — fier-tode 


Ist aber » gleichfalls positiv, so benutze man die Bezie- 
hungen 


or 


cös2.—= 1 — Sm, 
sin" 22 C08"722 En Trost —- Sn? 2C0STr 
Dadurch geht Gleichung (4.) über in 


o 


\ sinr-izcotz m—1 f[. 
Pinnz costz de = — BYE + SR, sin”—2z cos"x dx 


17 
— ——— fsin”zcos"z dx, 


oder 


m sin?—1zcos"+iz | 
a sin*2zcos"z de = — — ZZ | 
nt 57 r»-+1 


ne 
7 n+1 


sin"—2r cos"zdr. | 


Daraus folgt 


sin”=12 cos"tiz 
(6.) : sin”z cos" de = — 
m+n 


= 


u rn u 


sin?—2z cos®z dx. 


mn 
Durch diese Formel kann man den Exponenten m redueiren, 
wenn m positiv ist. 


$ 48. Herleitung einiger Recursionsformeln. 261 


Einen besonderen Fall dieser Gleichung enthält bereits 
Formel Nr. 73 der Tabelle. 


Vertauscht man in Gleichung (6.) m mit — m +2, also 
m—1l mit — m +1, m — 2 mit — m, so erhält man 
cos"x BOSTERE m-—1 [cos"z 
f sin®2g ee (rn — m + 2)sin® 1x a sin”x ar 
odeı 
(7, "cos"x EEE cos"tiy nm 02 f cos"r £ 
| sin” (m — 1) sin®-!1z m — 1.) sn"7?z 


Einen besonderen Fall dieser Gleichung enthält bereits 
Formel Nr. 75 der Tabelle. 


In ähnlicher Weise kann man den Exponenten » reduciren. 
Setzt man nämlich 


(8.) OS FAN ISIN PECOIDAL, 
also 
Sinn tz 
(9) du= — (n — 1)c0s”""’zsinzede, v = ———ı 
m+1 


so wird nach Gleichung (1.) 
sinrertr ehe RE T Gr an, 
UN?rIELCOSE 2rdr, 
m-+|1 m-+l 


Ist » positiv und m negativ, so ist diese Formel sehr 
brauchbar, ist z. B. 


FIO>R JSinr cos erde — 


m—=—n, 


so geht die Gleichung (10.) über in 
n—1, * 
u feigr=a» — — . — feige de. 
v 2 Zu 


Ist aber m gleichfalls positiv, so benutze man die Be- 
ziehungen 
sin®z = 1 — c08°z, 
SINTT > C0S 22 — 51N”'2.608° 7 = SIN”2 0877; 
Dadurch geht Gleichung (10.) über in 


262 $ 44. Integration trigonometrischer Functionen. 


sin” en Sinne 
SMTICOS TAX = 


‚fsinz Cos"—?r dr 


m+1l m+]1 
n—lfi: | 
<: sin®z cos"’zd, 
m-+]1 
oder 
m+n sin®Hig cos" 1x 2 
Sinne ee = sin” cost=’x dr; 
m+1 m-+ 1 : m-+] 


daraus ‘folgt. 


| Een 
(12.) finrzeosrede = sinmticog tz n—1 


mn m-+n 

Durch diese Formel kann .man den Exponenten » redueiren, 
wenn » positiv ist. | 

‘Einen: besonderen Fall dieser Gleichung enthält bereits 
Formel Nr. 70 der Tabelle. 

Vertauscht man in Gleichung (12.) » mit —»-+ 2, also 
„»—1 mit —n-+ 1,» —2 mit —n, so erhält man 


"sinmz sin”+tig ‚ —-n+]1 fsi®z 
ı JE A ereet? da 
COSNFE  =Mm — DH 2.008 m im n 2) CO 


oder 


(18) 'sin”z sin®+1z m-—n-+:2[ sin"z en 
ae m —T).c0s Nil 200872 


sin®z cos" "x dx. 


Einen besonderen Fall dieser Gleichung enthält bereits 
Formel Nr. 72 der Tabelle. 

Die hergeleiteten Formeln bleiben richtig, gleichviel, ob m 
und » gerade oder ungerade sind. 


| S 44. 
ueoyialDı trigonometrischer F unetionen durch Anwendung 


der Moivre’schen Formeln. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 129 bis 134.) 


Die Integration von cos”pdp und von sin”pdp, welche 
bereits durch die Formeln Nr. 42, 43, 70 bis 75 ‘der Tabelle 
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gegeben ist, kann auch mit Hülfe der Mozrvre’schen Formeln aus- 
geführt werden. Nach D.-R., Formel Nr. 176 der Tabelle ist 


5) 
(1.) 2?"(cos p)?" = 2cos(2rY) + (7) 2cos (2 —2)p + 


Dan DI DM\. 
‘ Di— are 3 2 ) ’ 
(Jos 99 + +(, "2a +(,) 


indem man beide Seiten dieser Gleichung mit dp multiplieirt 
und dann integrirt, erhält man 


= Sa mod ar 2n 2 
(2) 20Std. — on sin(2rgp) + ( 1 ie: Ku 
2n 2 J 2% : an 

ee = v en, ER: ) ) ® 
( 2 er ua az ar + B Tem ) Sul zu n )s 


„ sin(2r —2)p + 


Beispiel. 
(3.) 64/cos°p dp = Asin(6y) + 3sin(Ap) + 15sin(2p) +20. 
Nach D.-R., Formel Nr. 177 der Tabelle ist 


2r+ D) 


(4.) 2rtilcosp)"tt = 2c0s(2r+ Der", 2 cos(2r —1)p+ 


Aue BE )200s(39) +(” MH n) 2608 p: 


indem man beide Seiten dieser Gleichung mit dp multiplicirt 
und dann integrirt, erhält man 


92n-1 2n-—+1 — 
los), 2 feos ydp = SPRE 7 7 sin(2% +1)9 + 


& 1" ") ER a ; sin@@r —1)e +... + RR: ar = sin(3g) + 
2n + i 
( a ") 2sıng. 
Beispiel. 


28 b 2 > 
(6.) 1 28foosigdg = 7sin(7p) = sin(5Y)+ 14sin89)+70sing. 
Nach D.-R., Formel Nr. 178 der Tabelle ist 
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(7) (—- 1)"2”"(sinp)”" = 2c08(2rp) — (a ")200s( (2n —2)p + 


(2) 20 pP — ++ C-Dr(, ” )2002p) 


nl) 


indem man beide Seiten dieser Gleichung mit dp multiplicirt 
und dann integrirt, erhält man 


a DRESDEN 
ny2n sın2renc u 
(8.) —1) fin ydp = 7 sin(2rY) ( ’ sr ; sin(2r )p 
DRIN DEN 2n 5 h 
ar na SHINE en 5 
+ ( 9 Ir „sin(2n 4) — + + (— 1) (, nen) 
nl 2% 
()r 
Beispiel. 


(9.) — 64 Ssin’pdy — Asin(6p) — 3sin(4y) + 15sin(2p) — 20y. 
Endlich ist nach Formel Nr. 179 der Tabelle 
(10.) (— 1)" 2’”+1(sin p)?"t! = 2sin@n + 1)p 


3 i ‘ 
AN (0 ")2sinan 1)g ae yT 2sinp) 


2 £ 
une EN vr ")2sing; 
indem man beide Seiten dieser Gleichung mit dp multiplieirt 
und dann integrirt, erhält man 


o 


(11.) — rer fing = — — — 608 (22 + 1)p + 


2n En 
2n-+]1l 2 } On +1 
( )Er sr 1)p hei N G RN >c0s(39) 


+(— De Ki ) 2 COSp. 
Beispiel. | 
(12.) 128/sin’pdg = = 0879)", cos(5y)+ 14c0s(3p) —70C0SY. 


In ähnlicher Weise kann man auch H sin”gpcos"gdp berech- 
nen, wenn man die Formeln 


ER ER 
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(13.) 2ising = et —ePi, 2c8p=er! + er 
berücksichtigt. Es ist z. B. nach den Gleichungen (13.), wenn 
man | 
(14) e! = cosp +isng=u em — c0Sp —ıisnp —=v 
setzt und beachtet, dass wo =1 ist, 
— 64sin?gcostp — (eP! — e-PÜ)?(ePl. + e-Pi)t 

—= (u — v)’(u + v)* 

— ud + 2udv — uto? — 4udv? — u?v: + 2uv? + v° 
(u + ve) + 2(ut + vr) — (u +0) —4 
2c0s(6y) + Lcos(4y) — 2C08s(2p) — 4, 


l 


| 


also 


— 64 /sin?y costydg = 4sin(6p) + sin(4yp) — sin(2%) — 49. 


Zur Berechnung von Jesz cos(bz)dz und /e*sin(bz)de kann 
man Formel Nr. 67 der Tabelle, nämlich die Gleichung 


(15.) | Judı = uv — Jedu, 
verwenden, indem man 

(16.) ee du COS bE)AR, 
also 

(17.) Qi RO „, sin(be) 


setzt; dann findet man 


. 


(18.) frreos( DEdL— r esin(dz) — 5 er sin(br)d. 


- 


Setzt man dagegen in Gleichung (15.) 


(19.) se de = SImldr)dz, 
also 
(20.) du = uerdt, = — 7.cos(ba), 


so erhält man 
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(21.) / e=sin(bz)de = _ e* cos(dx) + - / e“* cos(bx) dx. 
Dies giebt, wenn man Gleichung (21.) mit — - multiplieirt, 
b? 
zu Gleichung (18.) addirt und das Be durch z 


dividirt, 
(22. je coslbx)dx a acos(be) = bsin(b2) e 


a? + 6? 


Multiplicirt man dagegen Gleichung (18.) mit = addirt 


2 


D? , 
a so erhält man 


asin (dx) — b.cos(bz) 
23, ax TE —.: el. 4 
(23.) f sin (bz)dı = e BR 


Noch einfacher findet man diese Resultate durch Anwendung 
der Mozvre'schen Formeln. Es ist nämlich nach ne Formel 
Nr. 173 der Tabelle 


(24) e“*[cos(d2) + isin(dx)] = e“” . ei — ela+mda, 
Erklärt man also das Integr al eimer complexen (Frösse 
4 Bi durch die Gleichung 


(25.) /(A + Bi)dx — /Adx + i/Bdx, 
so ergiebt sich aus Gleichung (24.)”) a 


(26.) Sera cos(bx) de + ife“ sin(dz)de = Jeet)z dx 


dann Gleichung (21.) und dividirt durch : 


BE RRRIA 1 

a+ bi da 
= an - e*[cos(bz) + sin (dz)] 
m n Ei e**[acos(bz) + dsin(bx)] 
“ Am : eww[asin (dx) — bcos(be)). 


*) Die Zulässigkeit des hier folgenden Verfahrens ergiebt sich aus 
D.-R., $ 136, 
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Sind aber zwei complexe Grössen einander gleich, so müssen 
die reellen Theile und ebenso auch die Factoren der imaginären 
Theile einander gleich sein, folglich findet man aus Gleichung 
(26.) in Uebereinstimmung mit den Gleichungen (22.) und (23.) 
acos(dz) + bsin(bx) 

a + b 


fe Sin (dr)dr — X. asin (dx) — b.cos (dx) . 
Serer a? + 2 


. 


fe Cos(d2)de —®e®: 


. 


Eine weitere Anwendung dieser Methode liefert die Berech- 
nung von / cos(a2 + b1) c0s(asz + ba)... cos(a„2 + b)dx. 
Setzt man der Kürze wegen | 
27) ae +1 =y, We rrhb=p,..: Wet = op, 
so ergiebt sich aus der bekannten Formel 
(28.) 2 C08p1 C0Spa = C0S(Yı + Ya) + C0OS(Yı — 93) 
ohne Weiteres 


293) Seos(a,2+ 1) cos(a32-+ bs)dz — 


2a, er a b>)] 


dr en sin|(aı — a2)z + (bdı — b>)]. 


2(aı 
Beachtet man, dass sich Gleichung (28.) mit Hülfe ‚der 
Moivre’schen Horkteln herleiten lässt, indem man 
4C08 Pı COS — (ei! + ePı) (ePz! + ep) 

— elMt+PDi emp) ep pi e-(NMt+P9)t 

= 2008(9ı # 92) + 2C08(pı — Y2)« 
setzt, so erkennt man sofort, in welcher Weise sich das in 
Gleichung (29.) gefundene Resultat verallgemeinern lässt. Es 


wird nämlich 
(30. 4cos gi COSY2 C0SYy3 = cos(pı Yet a + cos(yı + a 


+ cos Ge +9) + 0os(pı — 2 —P3), 
2 
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sin(pı +92 +2) | Sinlptpr—pe) 
4a ++ a;) 4a, + a2 — as) 
dis sin(p —Pe +93) _ SUP—P2—P3), 
4a — 42 + Q;) 4(aı — a9, — a3) 
Dieses Verfahren kann man auf beliebig viele Factoren 
ausdehnen und dadurch 


(31.) [cosg.ı 60892 C08p3dx = 


Seos(aız + d1)c0s(agz + B2) .. . COS(an® + bu)dz 
bestimmen. 


X. Abschnitt. 
Theorie der bestimmten Integrale. 


S 45. 
Integration bei unendlichen Grenzen. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 135 und 136.) 
Bei der Erklärung des bestimmten Integrals durch Formel 
Nr. 4 der Tabelle, nämlich durch die Gleichung 


(1) Fade = Fb) — Fa), 


war bisher vorausgesetzt worden, dass die Grenzen «a und 5 
endliche, constante Grössen seien. Jetzt kann man sich aber 
vorstellen, dass die obere Grenze 5 nicht mehr eine constante, 
sondern eine veränderliche Grösse sei, welche schliesslich bis 


[0,0] 
in's Unbegrenzte wächst. Demgemäss würde | IF '@) dx durch 
a 


die Gleichung 


2) Sf ada = lim Sf '@)de = lim f() —f (a) 


erklärt werden. 

Auch die geometrische Deutung des bestimmten Integrals 
als Flächeninhalt einer ebenen Figur bleibt in diesem Grenzfalle 
noch bestehen, die ebene Figur aber, deren Flächeninhalt durch 
das Integral ausgedrückt wird, erstreckt sich längs der X-Axe 
bis in’s Unendliche. Es war schon früher ($ 11, Aufgabe 8) ge- 
zeigt worden, dass der Flächeninhalt der Figur trotzdem einen 
endlichen Werth haben kann. 
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In gleicher Weise kann auch die untere Grenze a sich 
ändern und bis in’s Unbegrenzte abnehmen. Dann möge 


b 
IE ‘(z)dx durch die Gleichung 


3) SF (ode = lim Sf'ede=f() Im S(a) 


erklärt werden. 
Aus den folgenden Beispielen kann man ersehen, dass hier- 
bei drei Fälle zu unterscheiden sind: 
I. Das Integral mit unendlichen Grenzen wird selbst «n- 
endlich gross; | 
II. das Integral behält einen endlichen Werth; 
IlI. das Integral wird unbestimmt. 


Beispiele. 
1.) ae — Jim n [e a - — lime—1=o. 
b=00 


Dagegen wird 


1a.) fa- — im Ba ee Jim rer 


Man kann diese Resultate auch geometrisch deuten als 
Flächeninhalt der ebenen Figur, welche oben durch die Zxpo- 
nentiallinte mit der Gleichung 

UT 
(vergl. D.-R., Seite 353, Fig. 74) und unten durch die X-Axe 
begrenzt wird. 


(0,0) 


b 1 
2). jer?de = —- lim [e>#) 12 lim =) a 
b=o0 b=00 
0 


er = nn - - lim n [aretg()- )l=: — ; ‚im m avete( -)= S 
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-+-00 
l 
n Ir: im fa +7 rl le )] 
a 
2 Al lim arctg ( )— lim aretg ( ) 
d c=--00 b=—00o 
Erfrk TE 
in ( 279 ) Ten 


Aus diesem Beispiele sieht man, dass auch gleichzeitig 
beide Grenzen unendlich werden können. Im Uebrigen kann 


"man die letzte Aufgabe auch durch Zerlegung des Integrals auf 


die vorhergehende Aufgabe zurückführen. Es ist nämlich, wenn 
man y= —z setzt, 


+09 
Dans 
a? en a? at 
oo 0) 

a 


— Jet B= 


a .[, 2 we 
a? +2? a 


u=69 


2.) fr lm 2Ve), = > lim leer 


d 1. 1 
6.) = SR — = lım [| = 2 —— 2 lım Kr = I: 
zV x ie3) Vx 1 D-=69 V 
T 2 p i b 
ER [= am Mel, =. lim: | 2) SR 
ö JT b=o0 u b=00 q 
8.) f cos2 dx = lim [sine], — lim sind. 
- b=00 b=oo0 


0 


DD 
u | 
8) 
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Dieser Ausdruck nähert sich keiner bestimmten Grenze; in 
diesem Falle wird also das Integral unbestimmt, wenn man die 
obere (oder untere) Grenze unendlich gross werden lässt. 


(0,0) 


» 


9.) ‚Finzdr — Jim) 08 2], —=1— lim cos. 
B==CH9 b=o0 
0 


Dieser Ausdruck wird ebenfalls unbestimmt. Davon kann 
man sich auch durch die geometrische Deutung überzeugen, 


b 
denn das /sinzdz stellt den Flächeninhalt der ebenen Figur 
0 


dar, welche von der Srnuslinie mit der Gleichung 

De Sn 
(vergl. D.-R., Seite 352, Figur 73) und der X-Axe begrenzt 
wird. Dabei sind die Theile öder der X-Axe mit posetivem und 
die unter der X-Axe mit »zegativem Zeichen in Rechnung zu 
ziehen. 


Auch bei der Kubatur der Rotationskörper war ein der- 
artiges Integral bereits aufgetreten. In $ 17, Aufgabe 13 er- 
hielt man für das Volumen des Körpers, welcher durch Rotation 
der Ckssorde um die Asymptote == 2a entsteht, einen Werth, 
der auch dann noch endlich bleibt, wenn y unendlich gross wird. 
Es war nämlich 5 


BR SITIEC 
z—=2asın?y, Yy= 2u , 2 — 2a= 2a cos?p, 
COS p 


Y 
V=n/(c—2a)?dy = adn |—-sin(2y) cos(2p) +29 + 1sin?(2p)]. 
0 


Für imy= © wird = . also 


V=n/(x — 2a)’dy = a’n?. 
ö 
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S 46. 
Integration von Differential-Functionen, die an den Grenzen 
des Integrals unstetig werden. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 137—139.) 
Bei der Erklärung des bestimmten Integrals durch Formel 
Nr. 4 der Tabelle, nämlich durch die Gleichung: 


(1) Ir Ode = Fa), =) I), 


war bisher auch die Voraussetzung gemacht worden, dass f‘(z) 
in dem Intervalle von a bis 5 stetig sei. Jetzt möge aber f'(z) 
stetig sein für 
and, 

während 
(2.) f)=+© 
ist. Bezeichnet man dann mit # eine beliebig kleine positive 
Grösse, so gilt für 

b—B 

JS ade = Fb — #9) —F(a) 


noch die frühere Erklärung des bestimmten Integrals, wie klein 


b 
ö auch sein mag. Dem entsprechend möge /f'‘(a)dz erklärt 


werden durch die Gleichung 
(3. Pf @Jde = Yin SF e)de = inf 6-1) SW) 
Es ei Zeh. ey = 
fe) = —— 


Vb—-x 


also köl-e =e 00, 


dann wird 


b b 
N f'(z)de = / PEN lm (Vo zu, 
vb —ıX =0 4 


— — 2(\imyE —V5—a) — 3Vb=a, 
p=0 
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Bleibt ‚/’(z) stetig für 
De 2 = D5 
während 


(4) fa) = + © 
ist, so bezeichne man mit « eine beliebig kleine positive Grösse, 
dann gilt für 


Sr@de=f() Rlar ©) 


a+« 
noch die frühere Erklärung des bestimmten Integrals, wie klein 
b 


auch « sein mag. Dem entsprechend möge | IF (a)dx erklärt 


werden durch die Gleichung 
b b 
(5) Sf'(a)de = lim Sf (e)de = f(b) — lim f(a + 0). 
a a=0 a+a &=0 


Es kann auch vorkommen, dass beide Fälle vereinigt sind, 
dass also 


(6.) f(a)=+© ud flb)=-+o, 
dass f(x) aber stetig ist für 
deu 0 


h 
dann wird /, f‘(z)dx erklärt durch die Gleichung 


b b—ß 
(7) SF'@)dz = lim Sf (z)dz = lim f(b — $) — lim f(a + e). 
a = g+a« P=0 a=0 


P=0 


Beispiele von derartigen Integralen waren bei der Quadratur 
der Curven mehrfach aufgetreten. So ergab sich bei Aufgabe 8 
in $ 11 für den Flächeninhalt der ebenen Figur, welche oben 
von der verallgemeinerten Hyperbel 


y-Yap.x " 
begrenzt wird, 


%g n/Z— n—m Nn—m 
2 ee er 
(8.) F=I[ydı= 2 5 a" —u" ) 
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n—m 


Ist > m, so wird lim zı * =.0, und man erhält für 


% =( 


%g 
(9.) Kid 
0 

einen endlichen Werth, obgleich y unendlich gross wird für = 0, 
so dass sich der Flächenstreifen längs der Y-Axe in’s Unendliche 
erstreckt. 

Ferner fand man bei Aufgabe 12 in S 11 für den Flächen- 
inhalt der ebenen Figur, welche von der Cissorde mit den Glei- 
chungen 


FD N—m 
ny/ 2p 0 — Maya 
n—m n—m 


4 sin?’ 
10. = in? = 24 —— 
(10.) 2z=2080@, -% ee: : 


begrenzt wird, 
(669) F= Jyde = Sa int dp 
v 
— a?|3p — 608y (2sin?p + 3sing)]. 
Eur 22424 0der .@ => wird % unendlich gross, so dass 


sich der Flächenstreifen längs der Asymptote z = 2a in’s Un- 
endliche erstreckt. Trotzdem bleibt | 
® 3 ; 3a?rı 
(12.) F= (yde —= a?lim [39 — cos y (2sin?p + 3siny)| = Sr 
6 y= - 
endlich. 

Man erkennt aus den angeführten Beispielen, dass bei 
dieser Erklärung das bestimmte Integral auch dann noch als 
der Flächeninhalt einer ebenen Figur betrachtet werden kann, 
wenn die Function unter dem Integralzeichen an den Grenzen 
unendlich gross wird. 


uohunzs - Beispiele. 


,’ > fen = Slulvozun 


-3/% Z-a—3lim/a = 3/5 —a. 
a=0 


18% 
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RER werk 4 et, a ee N 28 72 
JVr— @ ef Ve?—a: In LE Ve 


— I(d +YB—a) — lim (a + « +V2au + 0) 
a=0 
ie ae la=1( HE — 


= 


dx 


BB u  —— li TREE | 
e.) et er V@— a)(d—.a) 


P=0 a+te 
Nun ist 


dt 


Ir — a) (db — 2) [= ab +(a-+b)e — x? 
a dx 
N (>) ab (5) (a+b)x +28 | 
oder, wenn man | 
a+b a + IN a— IN 2 
ee 


Br OL 2er 
f dx Ver & ) 
nenn meer. el er — — garen 
JVae—a)b—.) Ve—t 


e —ng— 3 
== N . 
b—&ü 


=B 


b 
} dz 5 BEER N: 
Ve Bed 


— ]im aresin ( RIM )— lim (77) 
B=0 b—a DEONERO EG 


— arcsin(+1).— aresin(— 1) = 2aresinl=rr. 


also 


setzt, 


Deshalb wird 


b 


DR P 
a IE=: Ei m] = oe 


$ 47. Integration unstetiger Differential-Functionen. 277 


8 47. 
Integration von Differential-Functionen, die zwischen 
den Grenzen unendlich werden. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 149.) 
Wird die Function f‘(z) für z= ce unendlich gross, wobei 
c zwischen den Grenzen «a und d liegen möge, während ‚f‘(«) 
stetig bleibt für 
= D-3c Fuklitüri see d, 


b 
dann soll //‘(z)dx erklärt werden durch die Gleichung 


b c—y [IR 
(1.) If (e)de = lim Sf (e)da + lim Sf (a)dz 
5 y=0 a 0.40 


= 0) — Fe) + lim flo) Im f(c+) 


wobei y und d beliebig kleine positive Grössen sind. 


Uebungs- Beispiele. 
Aufgabe 1. Der Gleichung 


(2.) A Er ez 

Fig. 99. 
entsprichteineCurve(Fig.99), y 
welche die Y-Axe zur Asym- Il 
ptote und ausserdem zur | 
Symmetrie-Axe hat; man | | 
soll den Flächeninhalt der . 
Figur berechnen, welcheoben / 
durch diese Curve, unten / \ 
durch die X-Axe, links durch A Be 


die Ordinate = — 1 und _ B 
rechts durch die Ordinate 0 


z= + 2 begrenzt wird. A, B} 
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Auflösung. Längs der Y-Axe erstreckt sich die Figur in’s 
Unendliche, denn für z=0 wird y=, folglich ist in diesem 
Falle 


= +2 
(3.) I = Jyde + lim Jyde 
=0 _ d=0 +0 


» 


+2 


By ° dx + lim I Sr 


y=l_ı d=0 BEN) 
— 3lim[Y 2] +3 lim [y/ 2 0% 
y=0 +9 
also 
4) F=3[1—-limyy+Y2— lim y’0] — 31 +72). 
y=0 —=il) 


Man erhält also für den Flächeninhalt der Figur, die sich 
längs der Y-Axe bis in’s Unendliche erstreckt, einen endlichen 
Werth. 


Aufgabe 2. Der Gleichung 

Fig. 100, 

| Y (5.) 2y=1, oder ya 
| entspricht eine Curve (Fig. 
100), welche gleichfalls die 
Y-Axe zur Asymptote und zur 
Symmetrie-Axe hat; man soll 
den Flächeninhalt der ebenen 
Figur berechnen, welche oben 
durch diese Curve, unten 
durch die X-Axe, links durch 
die Ordinate z= — 1 und 
rechts durch die Ordinate 2 = + 2 begrenzt wird. 


| 
| 
l 


A, | B| 


Auflösung. Längs der Y-Axe erstreckt sich die Figur bis 
in’s Unendliche, denn für = 0 wird y= ©, folglich wird auch 
in diesem Falle 
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Fi; 12 
(6.') 2% ==lim nen 
y=0 ” EN a” 
k +Jd 
y +2 
j j 1 
— lim 5 | =E lim — =] 
Lager ar hl Be 
EAN 
72 y=0 % 2 d=0 Ö ; 


Man hätte einen Fehler gemacht, wenn man geschrieben 
hätte 
+2 
12 
To z|_, 2 2 
et 


Man sieht, dass die geometrische Deutung des bestimmten 
Integrals, wie sie früher unter Ausschluss von Unstetigkeiten 
gegeben wurde, bei der Erklärung des bestimmten Integrals 
durch Gleichung (1.) auch dann noch bestehen bleibt, wenn 
F‘(z) für einzelne Werthe von x zwischen den Grenzen «a und 
d unstetig wird. In dem Falle nämlich, wo f’(x) für 2 ver- 
schiedene Werthe von x zwischen den Grenzen « und 5 un- 


b 
stetig wird, muss man, If '(@)dz in n+1 Integrale zerlegen und 


bei jedem einzelnen das in Gleichung (1.) angedeutete Grenz- 
verfahren anwenden. 


Auflösung. Da die Function unter dem Integralzeichen für 
z—= 0 unendlich gross wird, so muss man das Integral wieder 
in zwei andere zerlegen. Man setzt also 
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FE 
F&- ma + iim iR Fe 
L v=0 . T LT 
= -imi(t -) + Im 1, ) 
— (>) + lim (+) . 


In diesem Falle hängt der Werth des bestimmten Integrals 


von dem Verhältnisse R ab. Da dieses Verhältniss unendlich 


viele Werthe haben darf, so hat auch das Integral unendlich 
viele Werthe.e. Für = d wird 


fa 
dx b b 
(8.) Fre) +u = (2) 
Dieser Werth heisst nach Cauchy „der Hauptwerth“ des 
bestimmten Integrals. 


b 
Aufgabe 4. Ir —? wena<c-b, 
Ve) 


Auflösung. Indem man wieder die Zerlegung des Integrals 
ausführt, findet man 


(9.) HR fi feet Bde 


c—y b 


«8 b ce. 
—= lim fe —c) dx + lim fe- ch Po 
de d=0 


c+d 


— slim \Yz— ec] SuRr 5lim [Yz— ec] en 


Be... 0| 
y=0 =0 
5(Yb—c+ye—a). 
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8 48. 
Näherungsmethoden durch Einführung 
einfacherer Functionen. 


In vielen Fällen, wo das unbestimmte Integral einer Diffe- 
rential-Function schwer zu ermitteln ist, kann man den Werth 
des bestimmten Integrals durch andere Hülfsmittel genau, oder 
doch mit grosser Annäherung berechnen. 

Von diesen Hülfsmitteln sollen hier einige angeführt werden. 

Aus der geometrischen Deutung eines bestimmten Integrals 


b 
Jbä (z)d&& als Flächeninhalt einer ebenen Figur, welche oben 


begrenzt ist durch die Curve y = f‘(z), rechts und links durch 
die Ordinaten z=b, bezw. = a und unten durch die X-Axe 
(vergl. Formel Nr. 4 der Tabelle), ergiebt sich sofort der fol- 
gende 

Satz 1. Sind ı = ylz) und y=f‘«) zwei Functionen, 
welche zwischen den Grenzen x —= a und x — b sich durch Curven 
geometrisch darstellen lassen, und bleibt in diesem Intervalle p(x) 
beständig gleich oder kleiner als f‘(x), so ist auch 


(1.) Inte)de = I f'(a)de; 


denn die von der Curve y=f‘(z) begrenzte Figur hat einen 
grösseren Flächeninhalt als die von der anderen Curve yı=g(x) 
begrenzte Figur. Dabei ist zunächst vorausgesetzt, dass die 
Curven beide über der X-Axe liegen; der Satz bleibt aber auch 
dann noch richtig, wenn diese Voraussetzung nicht erfüllt ist. 
Man kann den Beweis auch unabhängig von der geometri- 
schen Deutung des bestimmten Integrals führen, indem man 
dasselbe als eine Summe von unendlich vielen, unendlich Kleinen 
Grössen y(z)dx, bezw. f'(z)dxz betrachtet. Aus 
2.) yla)de = f'(a)de 
folgt dann auch die Ungleichheit der Summen, also 


IF (de < I, F'(la)dz. 


i 
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Satz 2. Liegt die Function f‘(x) für alle Werthe von & 
innerhalb des Intervalles von a bis b der Grösse nach beständig 
zwischen y(x) und (x), ist also 


(3.) ya) ZI) EZ YR), 
so ist auch 
(4.) Spa)dz < Sf @)de <Syle)de. 


Dieser Satz ergiebt sich unmittelbar aus Satz 1. 


Uebungs-Beispiele. 


Aufgabe 1. I un 
q ee 


Auflösung. Da = beständig ein positiver ächter Bruch ist, 
so gelten die folgenden Ungleichungen: 
Ur 
er 
1m 1-21 :, 


= yi 2 yızzz 


TU I : 
ar Kr 2° Vie 22 
folglich wird auch 
0,5 0,5 1 0,5 l 
AM L 
5) dz = Tim Sen e En Bi 
5) / IE; V1— 2? 
oder 
0,5 
(6.) 0,5 < ZSIATC sn(z)=7 — — = 0,5235 988. 
I 12° 


Am häufigsten wird der Satz zur Anwendung kommen in 
dem Falle, wo für die Werthe eines bestimmten Integrals, 
welches einen „variablen Parameter“ enthält, eine Tabelle bereits 
berechnet ist. In dieser Tabelle sind natürlich nur einzelne 


u Dh 
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Werthe des Parameters berücksichtigt; will man dann den Werth 
des Integrals auch für andere Werthe des Parameters ermitteln, 
so muss man zunächst den angegebenen Satz benutzen, um einen 
angenäherten Werth zu erhalten. Wie dies gemeint ist, möge 
die folgende Aufgabe zeigen. 


Te 
a ? 
ufgabe ———m! 
I AA sin?« sin?®z 


Auflösung. Liegt der Winkel «, welcher in diesem Beispiele 
der „variable Parameter“ ist, zwischen den beiden spitzen 
Winkeln «, und «s, ist also 


wu <a<i, 
so wird 
sin’, < sin? < sin?«a, 


sin?«, sin?z  sin?« sin?z S sin?«ssin?z, 
Vı1— sin?e, sin?z > V 1— sindesin’z > V1—sindessin®z, 
1 
er = un. u el 
Vı—-sinasinz” V1— simesin®e  YV1— sin, sin’z 
also 


e = & 
7. 5 dx : a dt 
7 Jyı-sin’« sin? Vı- sine sin’ lt, i 
N Bi sin?« sin? ey on & sin?r 
nn: sei z. B. 


REISE 38,30, 0a, 
dann ist, wie man den Tafeln von Ziegendre entnehmen Kann, 


2 70 
“2 


l dr 
A Vı-—sin’e, sin®e . Vı-— sindessin?x 


also 


(8. 


>| N 


u 


dt 


IV 1— sine sine 


< 1,7748. 


Der genaue Werth des Integrals wird, wie man auf einem 
anderen Wege feststellen kann, 1,7690. 
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S 49. 
Mittelwerthsätze. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 141, 1tla und 142.) 
Es sei jetzt 

(1.) F'@) = I). ha), 
wobei die stetige Function %(z) in dem Intervalle von a bis b 
zunächst beständig positiv, oder doch wenigstens nicht negativ 
sein möge; es sei also 4(2)=0. Ferner erreiche die in diesem 
Intervalle stetige Function g(z) ihren Aleinsten Werth X für 
z2=xı und ihren grössten Werth G für <=, wobei zı und 
x: noch zwischen den Grenzen «a und 5 liegen oder mit diesen 
Grenzen zusammenfallen sollen; es sei also 


(2) or >= Kunde 
dann wird 
(3.) KZEIR)SG, 


und deshalb auch 
(4.) K.h(z)de = gle) .kke)de =f (e)de ZZ G.hla)dz; 
folglich wird nach Satz 2 in S 48 


(5.) K he) de < II) .h(x)de < G Sha)de. 


Erklärt man also die Grösse M durch die Gleichung 


(6.) Made = /g() Eha)da— MJhta)dr, 


so folgt aus Gleichung (5.) 
(7.) Kg) AU: Ge — g9(2). 
Nach einem bekannten Satze über stetige Functionen muss 


es daher zwischen z, und x» einen Werth von = geben — er 
heisse & —, für welchen 

(8.) se) 

wird. Da & zwischen x; und 23 liegt, so muss & auch zwischen 
a und 5 liegen; es ist also 

(9.) ae 


wy' 
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Erklärt man also eine Grösse © durch die Gleichung 
(10.) s O0 = -—— ; 


so liegt © zwischen 0 und 1, und man erhält 
(11.) S=a+0b—a, M=gle +09 —a)|. 
Deshalb geht Gleichung (6.) über in 


(12.) II) .ha)de = gla + Od — a)] /ha)dz. 


Indem man beide Seiten dieser Gleichung mit — 1 multi- 
_ plieirt, folgt 
b 


(12a.) FH) Ne)de=/HL-Aa)]de=o[a+ 9(b-—a)] /-A(z)]dz, 


oder mit anderen Worten, die Gleichung (12.) bleibt auch dann 
noch richtig, wenn die stetige Function (=) in dem Intervalle 
von a bis 5 niemals positiv wird, wenn also Az) =0 ist. Es 
genügt also für die Gültigkeit des in Gleichung (12.) enthaltenen 
Satzes, welcher „der erste Mittelwerthsatz“*) genannt wird, die 
Voraussetzung, dass A(z) zwischen den Grenzen a und 5 das 
Vorzeichen nicht wechselt. 
Aus Gleichung (12.) folgen noch unmittelbar die Formeln 


3.) Inte) Ka)yde = 9(92) She)de, 
a-+c a-+c 
(14.) Jg) .h(a)dz = g(a + 90) Jha)de. 
Setzt man 


h 


b 
h(2) = 1, also Sh(a)de = Sde=b— a, 


a 


so geht Gleichung (12.) über in 


b 
(15.) /ya)dz = (b — a)ga-+ Ob —a)], 
oder 


(15a.) N oda = (b—a)f'[a + 96 —a)]. 


*) Der zweite Mittelwerthsatz möge hier übergangen werden. 


i 
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Für diesen besonderen Fall des ersten Mittelwerthsatzes 
ergiebt sich unmittelbar die folgende geometrische Deutung. Der 
Fig. 101. Gleichung y = f’(x) entspreche 

Y die Curve AB, dann ist der 
AB Flächeninhalt der ebenen Figur 


(16.) AABB, — fFla)di. 


Da nun der Curvenbogen Ab 
stetig ist, so glebt es zwischen 
A und B mindestens einen Punkt 
P, welcher die Eigenschaft besitzt, dass die Gerade 7&S, welche 
durch ? zur X-Axe parallel gezogen ist, ein Rechteck A,RSD, 
bestimmt, welches mit A, ABB, gleichen Flächeninhalt besitzt. 
Macht man nämlich 


OR=a+m9( —a), 
so wird in diesem Rechteck 
ABı =db—-a QP=f'a+ 0b —a), 
also 


(17.) ABB, = NFaydr — ARSB, = (b— a)ffa+@(b —a)). 


$ 50. 

Neuer Beweis des Zaylor’schen Lehrsatzes. 

Aus den Sätzen, welche in den vorhergehenden Paragraphen 
hergeleitet worden sind, ergiebt sich ein äusserst einfacher Beweis 
des Taylor’schen Lehrsatzes. 

Die Function f(z) sei mit ihren » + 1 ersten Ableitungen 
stetig für alle Werthe von z zwischen «a und «+ A, dann findet 
man durch partielle Integration, nämlich.nach der Formel 


(1.) Jude = uv — Jodu, 


indem man 


N 
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u=fla+h—t), dvd=d, 
also 

du= —f(a+h— dd, v=t 
setzt, 


t ©. 
2.) Fla+h—Yd=tf(a+h—Y+/f"(a+h— Ütdt. 
Für | 
u=f'(a+h—t, dvo=td 


erhält man 


2 
— — f'la+h— da — N 


(3.) Fratnnu-} < Da er: t) — 


Wenn man in dieser Weise he. findet man die Glei- 
chungen 


4.) frter- di = arte ti EN 


t 
n—1 m 
i t 


rer + N).dı. 
Durch Addition der Gleichungen (2.) bis (5.) ergiebt sich 
daher 
t 


t 
(6.) fr + MM — t)dt = rt. + MW — a) + 
{2 1? 
517 (@ + ID = ) -1- 31/7 (a — ID = ) 


Er a + Fran ya | 
N) 
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Beachtet man, dass 
(7.) SF (at h— Ydt = flat Aa Pfları) 
ist, so geht Gleichung (6.) für 2= %h über in 
(8) fla+h)=f(a) n.. nee Aulz a h? 
(n) 
EUR m 
wobei 
(9.) Re (rer RE NA 
> X n! 
0 


ist. Nach dem Mittelwerthsatz (Formel Nr. 141a der Tabelle) 
ist daher, wenn man 1--© mit “ bezeichnet, 


ide _ SCH NaH Or) zarı 
n! (r + 1)! 


(10) "Refti)(a th Oh) 
0 


Da © zwischen 0 und 1 liegt, muss in diesem Ausdrucke 
auch ©, zwischen 0 und 1 liegen. Setzt man zum Schlusse 
noch «= x und schreibt © statt ©,, so erhält Gleichung (8.) 
die Form 


a1) f@+n)= fa) +44 


0) 7, 
le RER + RR, | 


Be VERaRE (2 17 Oh) n+1 
ie (nr +1)! z 
ist. Dieses Resultat stimmt genau mit D.-R., Formel Nr. 49 
der Tabelle überein. 
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8 51. 


Gliedweise Integration unendlicher Reihen. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 143.) 
Die Glieder 9, 2%, Ua, Us,... der unendlichen Reihe 
E) I) tu Fu Fur 
seien Functionen von z, welche in dem Intervalle von « bis 5 
stetig sind. Lässt sich dann eine hinreichend grosse Zahl m so 
bestimmen, dass für » > m der absolute Betrag des Unterschiedes 
R,„ zwischen der Summe 
"=botam tut + Un-ı 
der ersten » Glieder und der bestimmten, endlichen Grenze f‘(z) 
stets kleiner bleibt als eine vorgeschriebene, beliebig kleine 
Grösse &, welchen Werth z auch in dem Intervalle von a bis d 
haben mag, so heisst die Reihe „gleichmässig convergent“. Da 
hierbei R,„ eine Function von z ist, so möge diese Grösse bei der 
folgenden Untersuchung mit A,„(z) bezeichnet werden. Dem- 
gemäss sei 
(2.) Bla) =f() — wtn ++ Fo) 
oder 
(2a.) Se) =wHtwutU- + W-ı + Rule). 
Daraus folgt 


b b b B 
(3.) SF '@)de = Jude + Jude + Sünde + 


Br fi Un_ıdz + f: Rnlz)de. 


Da sich aus Gleichung (2.) ergiebt, dass auch R,(z) für die 
betrachteten Werthe von z eine stetige Function ist, so kann 
b 


man für die Berechnung von /R„(z)de den in Formel Nr. 142 


der Tabelle ausgesprochenen Mittelwerthsatz anwenden, nach 
welchem 


(4.) JRul)de = (8 — a) Rula + 0b — a)] 
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ist. Nach Voraussetzung wird aber R,(x) für alle Werthe von 
x zwischen « und d beliebig klein, wenn z (gleich oder) grösser 
als »» ist, folglich wird auch R,[a+_(d—a)|, und da 5b — a 


b 
eine endliche Grösse ist, auch /R„(z)dz beliebig klein. Man 


b 
findet also /f‘(z)dx, indem man die einzelnen Glieder der Reihe 


b 
%o, %ı, %a,... integrirt, denn der Rest /R,(z)dz, welchen man 
[47 


bei Berücksichtigung von » Gliedern vernachlässigt, wird. für 
hinreichend grosse Werthe von » beliebig klein. Dadurch erhält 
man den folgenden 


Satz. Sind die Functionen ug, U, Ua, Ug,... für alle Werthe 
von x zwischen a und b stetig, und ist die Reihe 


Fa) =wH+t u m (E 
in dem betrachteten Intervalle gleichmässig convergent, so ist auch 


die Reihe 


b b e 
Sünde + fund + fusde + :-- 
in diesem Intervalle gleichmässig convergent, und ihre Summe ist 
b 
gleich u F'la)dz. 


Dabei darf man noch die obere Grenze mit = bezeichnen, 
so dass sich ergiebt 


(5.) SF ade = Jude + Sunde + Jude + -- -. 


ri 


Dieser Satz hat schon in der Differential-Rechnung bei der 
Methode der unbestimmten Coefficienten Anwendung gefunden 
(D.-R., S 41). 

Damals setzte man 
(6.) Fe) = A+ Az + Ar? + As ++ + An" + R, 
also 

Fi) rer 
(7.) F'&) = Aı + 2Aor + 3 As? + + n An i + 7 
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Wie die Gleichung (7.) aus Gleichung (6.) hervorgeht durch 
Differentiation der einzelnen Glieder, so findet man umgekehrt 
die Gleichung (6.) aus Gleichung (7.) durch Integration der 
einzelnen Glieder zwischen den Grenzen 0 und z, und zwar er- 
hält man dadurch ‚/(z) — f(0), woraus sich für A der Werth 
‚f(0) ergiebt. Dabei erhielt man den Satz: Ist für hinreichend 
grosse Werthe von n die Grösse - beliebig klein, so gilt das- 
selbe auch von R. 

Man erkennt, dass dieser Satz nur ein besonderer Fall des 
eben bewiesenen Satzes ist, denn, während es sich damals nur 
um Potenzreihen von x handelte, sind jetzt “, wı, %2,... be- 
liebige stetige Functionen von z. 

Die Beispiele, welche bei der Methode der unbestimmten 


Coefficienten in der Differential-Rechnung gegeben wurden, näm- 
lich die Entwickelung von 


2 209 = 


T ». 
Sasha, üneI<z= 4], 
SI eereer e ? 
(9.) BEE ad Brut. für -1S2 =S-+1, 
: % ee a a aa 
N ES TEILE; 


ae 
nach steigenden Potenzen von x, eignen sich daher auch als 
Beispiele für den vorliegenden Satz. 
Aufgabe 1. Man soll die Länge des Bogens bei der Lem- 


niscate 
(11. r? = 02cos(2Y) Fig. 102. 
berechnen (Fig. 102). 


Auflösung. Aus Gleichung 
(11.) folgt 


RE 


rdr = — a? sin (2yp)dg, 
oder 
\ dp £ 
(12.) dr  @sin(2p) 


19? 


& 
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ds‘ „[IpN 1% I ag 
ER) a Ta ar al asin(2p) II Er! 
2]. \ 
(14.) EEE a? a 


er. Ya 


Setzt man 
rat, also "dr =öodt, 
so wird 


(15.) s—=4a 


Da ?<S1 ist, so wird nach dem binomischen Lehrsatze 
1,8 Bas, 


(16) 7 (11) +4 045 ae 
also 
a mr uN) 
ee 
Aufgabe 2. 2 ? ı\ 


JYır® 


De Nach nn binomischen Lehrsatze ist 


4 178 129. 5, 
en 3 ib | 
a 14)" ae 


(18.) en 2 +—..., 


so lange — 1<z<+1 ist. Deshalb kann man diese Entwicke- 
lung nur benutzen, um 


1% 
dt \ dt 
— lim 


” V1+ st Vi+2 


zu berechnen; dabei findet man aus Gleichung (18.) 
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ee 
EN 

im [2 — 5 & RinasE: ... en) 

ol 0a u Wow. 610 ei 


Da die Reihe in der eckigen Klammer auch noch für z=1 
convergent bleibt, so erhält man | 


dx 1 1.8 1..3%.5 
% I. WEL TE Bere 


ZrR | EN 143 1 ke nt, 
2 74..2% DEAD INA 671065210 


Die Entwickelung in Gleichung (18.) gilt nicht mehr, wenn 
z>1 ist. Nach dem binomischen Lehrsatze wird aber, wenn 
|d|>|al| ist, 


(21.) (a+b”" — "+(”) am +, Jar + ("3 Jan PR; 
Setzt man also in dem Falle, wo z>1 ist, 
(22.) Re nee Bel 


so wird die Bedingung, dass |5|>|a| sein soll, erfüllt, und 
man erhält 


(23) (+ ap = am +7 et " Be + )er4 ER 


- te. 


% 

2 
N 
(24.) wi 


1 i 
Er Z; EZMERE ZT 3.4.0yaT 
Dies giebt 


also für. m = — 


4 4 
dz Tr3eN de 


ne 5 ul fy; En ae taye 
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oder 
2 Sry 2 1.8 2 
00 —; = in | — — + = — 
Vı+ E 737 Vz’ 2.%183Ya% 
4 
14.99% 


2 
R a 
ne 1 


Da die Reihe in der eckigen Klammer auch noch für <=1 
convergent bleibt, so erhält man 


4 
rk IHM 13 1 
27) ——— re 
S fr (1 37.872.478.# 
1 
1235-5E21 
2.4 519.97 ) 
12.03 9 8 
(1- | 
n er tz 4,13 IT E ) 


Durch Addition der Gleichungen (20.) und (27.) erhält man 


schliesslich das gesuchte en 
4 


dz 
Irre en Jy1ı+= 


(28.) 


8 52. 


Berechnung der elliptischen Normalintegrale erster und 
zweiter Gattung. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 144 bis 151.) 

Das in dem vorhergehenden Paragraphen angegebene Ver- 
fahren kann man auch zur Berechnung der elliptischen Normal- 
integrale erster und zweiter Gattung benutzen. Das elliptische 
Normalintegral erster Gattung, auf welches sehr viele Aufgaben 
der Geometrie, Physik und Mechanik führen, hat die Form 


IR dx | ; 
JYV(l— 22) (1 — A222) 


En A a FL a 
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wobei 4° <1 und zSS1 sein mögen. Dann erhält man zunächst 
nach dem binomischen Lehrsatze 


; et 292 13a 1.8.8 70,6 
(1.) se es Eye a le: +35 En irk 
oder, wenn man der Kürze wegen 
1 13 ao Or) 
u Ye ee DR N 
en 2.4.6...(2n) 
setzt 
1 
3. ————— =] + ah?2? + coktat + aka + - . 
(3.) V1— Aa ; 
 (4.) : Er ee ER & 
-— Va—-rd)(1—R2) Via: = Vi —a? 
z6 
+ (316 ——— A 
3 SE 


Da diese Reihe zwischen den Grenzen 0 und z gleich- 
we convergent ist, so wird 


2?dz 


i ee ee 


"ardae id RR 


br, Nn= 00 220 ardz 
yı— n=1 JVı—a 1— 2? 
Nun ist aber nach Formel Nr. 78 der Tabelle 


x 
zrdz 


Vi— 22 
Ö 


= c„aresinz Fir Ga) . 21 > AB; ga 


(6.) 


wobei 
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Gu(x) = = ct, 
NA en al. + Br ): 
tr . Ha ) 
ae Sr | 
lern at Be 12,2), 


Deshalb erhält man 


b dt 
242% \arcsin 
7 aaa Nr > % j. ; 


ni 


- N ZET hRG,(e). 
n—1 


Von besonderem Interesse ist der Werth dieses Integrals, 
den man für z2=1 erhält und mit X bezeichnet. 


Es wird 
nämlich 
Ya ıı dz 
Be > Te 2 — Im en Er EEE 
Ahee 1— Ra?)  p= . Yo== 122) 
= —1+ 55 or); 
n—1 
oder 


Ss gpr@iereitje] 


Noch häufiger wird man durch Aufgaben aus der Geometrie, 
Physik und Mechanik auf elliptische Integrale zweiter Gattung 
geführt, die man auf die Normalform 


a 
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bringen kann. Hier wird nach dem binomischen Lehrsatze 


de 1 gt uk oe 1820 — 
odeı 2 = 
Viper 53 % = 

also 

ee VI mel er ee 


N Yı-z in Ya 
Da diese Reihe zwischen den Grenzen 0 und = gleichmässig 
convergent ist, so erhält man 


(14. I dt Nn=X CH" zrdr 
"W-2 AmA/yi—a 


also nach Formel N 7S der Tabelle, nämlich nach Glei- 
chung (6.), 


Eu 222 N =“ 2n ! 
(15.) Mrs Ara? dt u — >= > ) arcsınz 
yi — a2 SP, aa = Eule). 
n=i 


Für z<=1 ergiebt sich hieraus der Werth des Integrals, 
den man mit Z bezeichnet, nämlich 


, ( IR Ss cı,k?* ) 


>= 2n —l 


(15a.) NEE 


IT EIERN 1 
NSS 


Auf ein solches Integral wird man z. B. bei der Rectification 
der Ellipse 


(16.) 022? + ay? — ab? — 0 
geführt (vgl. Aufgabe 2 in $ 19). Aus Gleichung (16.) folgt nämlich 
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dy IT: 
Sr re Ve Ve—a (= a? De) — 22) 
also 
18. | 
(18.) a = 
Setzt man jetzt 
(19.) De ER EUR 
so wird 
i a 
A RP] 
(20.) er) Au 
yi-=e 


wobei die Bedingungen 
(21.) <A und Are 


wirklich erfüllt sind. Der Bogen s wird also, vom Factor « 
abgesehen, dem in Gleichung (15.) berechneten elliptischen 
Normalintegral zweiter Gattung gleich, nur muss man die Inte- 


= .. . . 7 
grations-Veränderliche z mit {= 3 vertauschen. 


Die in den Gleichungen (8.), (10.), (15.), und (15a.) an- 
gegebenen Reihen convergiren nur langsam. Für die numerische 
Berechnung sind daher die folgenden Entwickelungen geeigneter. 


Es ist bekanntlich 
[04 & & 
cos? (5) 1 sin? (2) et s 


A fe SONY ER EL ON Pr le 
cos G) + 208 (5) sın (e) T sin(5)= i® 
(22.) cos: (5 *) -- sin(z )- 1 — = 


also 
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Daraus folgt 


[00s(5) + sin(5): en]. [00 (5) - sn’(5 )- | 
an (s) + an) + ea) ons 


— 1 + 1sin?e(e#! —2 + e’Pi) = 1’— sin?asin’p , 
oder 
(23.) 1— sin’esin?p — 


os(S)[1 +18) - ee] [1 + 18(&)- we]. 


Wenn « zwischen O0 und 5 liegt, so ist te°(3)< 1; ausser- 
dem ist der absolute Betrag von 
e+?Pi — 008 (2p) + sin (2y) 


cos?(2y) + sin?2y) = 1; folglich kann man 


[res ern [rel] 


nach dem binomischen Lehrsatze entwickeln und erhält, wenn 


man der Kürze wegen te(>) mit & bezeichnet, 
(1 + suanim —]1 +(7 )ee" + ("5 Jetee + (>) gbebpt + EEE 


(1 + 8eem—] +7 Je + )ere + )ere Bpil.e., 


Indem man diese beiden Gleichungen mit einander multi- 
plieirt und dabei die Regeln anwendet, welche (in D.-R., $ 49 
und 135, vergl. auch D.-R., Formel Nr. 75 der Tabelle) für die 
Multiplication zweier unbedingt convergenten Reihen 


Ua ter U Res Und EDR tr O0 He Vase: 
gegeben worden sind, so erhält man, weil 
ep! 4 ep — 2c08(Ay) 
ist, die Gleichung 
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(24.) (1 + 22er Ai ad — 


1 (Den +e[(n)aenten +7] 
+ e)remen + (O) me 
ven 
+0 6 )2eosc10g) +7), J2e0s6n) +(Z)(z )20sen] | 


+: 
Ve wenn man die Glieder vereinigt, welche mit cos(2/9) multi- 
plieirt sind, und Gleichung (23.) beachtet, 


(25.) (1— sindasin?’p)” = Ay + 2.A1c0s(2p) + 2.A2C0s(4y) 
+ 243c08(6Y) +: 
Dabei wird, wenn man OH 1 setzt, 


on Ares reger] 
Ede 

nme) 
=) 

OR oo ee 
ECK II 


allgemein 


er el) Ki) 
en 
ee JEEN 
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= 104 F r . . . . de 
Wen g= te(S) hinreichend klein ist, so sind die Grössen 


A durch stark convergente Reihen ausgedrückt. 
Die durch Gleichung (25.) dargestellte Reihe ist gleich- 


p 
mässig convergent, so dass man / (1 — sin? sin®p)”dg erhält, 
0 
indem man die einzelnen Glieder der Reihe integrirt. Dies giebt 


p 
(30.) /(i1 — sine sin?®p)"dp — 
0 


Ar As 
Ap + E sin(2p) + 


In dieser Formel sind auch die elliptischen Normalıntegrale 
erster und zweiter Gattung als besondere Fälle enthalten. Setzt 
man nämlich 


(31.) SON srd, 

also | 

(32.) de=c08pdp, V1l— = c08p, 
so wird 


iur ar 
. fr 2 1 — 422?) fe — sin?’« sin?’ 9) 


und 


Der IS EAE. p 
= : 
(34.) fa EB, -/i — sine sin’p.dp = E(k, Y). 
0 0 


V1—.? 


Zur Entwickelung des elliptischen Normalintegrals erster 
Gattung F(%k, g) hat man daher in den Gleichungen (24.) bis 


(30.) m = —.} zu setzen und erhält 

Y MN ag m I Lo 

BR ey er 
(")==+! BAR 
IV Be TEN ERENTO Beh 
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Setzt man in diesem Falle 
Ay=:05, A=—ı4, A=+@, u, 
so geht Gleichung (30.) über in 


p 
ds 

36. F(k ) =h 

(29 ep) ; Vı — sin?’ sin?y 


SR 7 sin(2p) er > sindg) @ sin(6p) + — + -- 


wobei nach Gleichung (26.) bis (29.), wenn man co =.1 setzt, 


1 
(37.) Hr VRLER KlS-T- re + ce + ce? + -- .) 
cos? (5) 


Nn=X9 
_— (1 + &?) > Omas 
Nn=0 


(38.) a —— > (cıe? + cıC9& + Colze!! + a) 
cos? el 2) 


N—=0o 
— (1 ar &?) > CnCn-+1 gem 
N—0 


1 
(39) @ = ar (e2&t + cılze® + core? +) 
2( _ 
cos” (5) 3 


N=COO 
—=(1+E) I Onintzett?", 
Nn—0 


Allgemein ist 
(40.) „=(1+ 2) = CnEn we Han. 

Man braucht aber nur «, und a, durch diese Reihen zu 
berechnen, denn aus der Gleichung 


(41.) - 


VE ee — % — 2aı cos(2%y) Sr 2a>cos(4p) 
nn U op 


— 203608(6p) + —-' 
folgt durch Differentiation 
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sin?« sing COS 
V(1— sin?esin?p)} 


(42.) = 4a, sin(2y) — 8a3 sin(4p) 


+ 12as3sin(6p)— +: 
Wenn man beide Seiten dieser Gleichung- mit 
2(1 — sin’«sin’p) _ 2 — sin?« + sin?«cos(2p) 


43. u 
) sıin?« sıin?« 


En 
Sr nn a RE) 
multiplieirt und der Kürze wegen 
2 — sine 1+:8 
sine 28 
setzt, so erhält man, weil 2sin(2/9)cos(2%) bekanntlich gleich 
sin(24 + 2)p + sin(24 — 2)p ist, 


(45.) BR. VE DR == — (— 4aıl -- 4as) sin(2p) 


Vı-— sin’e sin?yp | 

+ (201 — 8a + 6a;)sin(4p) 

— (4a5 — 12a36 + 8a,)sin(6p) 

+ (6a3 — 16a,& + 10a;) sin(8p) 

ee ELBE, s 

Andererseits ergiebt sich, indem man Gleichung (41.) mit 
sin(29) multiplicirt und die bekannte Formel 
2sin(2p) cos(24p) = sin(24 + 2)p — Sin(24 — 2)y 

anwendet, 
(46.) 


=| 


(44.) 


sin(2p) 
Yı- siwasinp 
— (a44—)sin(6p)+ (a; —az)sin(Sp)—+ ae 
Aus der Vergleichung der Coefficienten in diesen beiden 


— — (a, — @)sin(2Yp) + (a3 — aı)Sin(4y) 


Entwickelungen von a) findet man 
Vı— sindesin’y 
a — W= — 44° + 4as, 
Az — dı = 2aı = Saal + 6as, 


a4 — da = 4as — 12a36 + 8a,, 


Ads — az = 6a3 — 16a,& + 10a;, 
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folelich wird 
3a — 4a — @, 
a3 = Sal — 3aı, 
(47.) 7a; = 12a3 — Bas, 
| 9a; = 1646 — 7Q5; 
alloemein erhält man also für > 2 
(48.) (2n — 1)an = 4n — 1). — (20 — 3)an-2. 


Zur Entwickelung des elliptischen Normalintegrals zweiter 
Gattung muss man, wie aus Gleichung (34.) hervorgeht, in den 


Gleichungen (24.) bis (30.) m = ze setzen und erhält 


NT LET MSIE 1a ROTEN Bi Ken 
4) (1 )=3:(3)= I. Ge 


allgemein 


(50) (een. 


Setzt man in diesem Falle 
(51.) A=do, AA=+b1, Aa=— be, Aa=+bz, ... An= (1 Tön, 
so gehen die Gleichungen (25.) bis (30.) über in 
(52.) Yı Lasten — b5 + 2b, cos(2p) — 2b2c0s(Ap) 
+ 23c0s(6p) — ., 


p 
(53.). Zi, o)= H Vı — sindesin’p . dp 


bi .. b2 . b3 .. 
— bp + zn sin (2p) — 5 sin (4p) + R sin(6yp) — + 
Dabei ist nachı Gleichung (26.) 


54 ol SM NEL a Dun 
(54.) = co (5 1 +55 + 458 Tees +) 


1 n et en g4n 
N oz eh 


Man kann aber die Grösse d, auch durch a, und a, aus- 
drücken. Es ist nämlich nach den Gleichungen (37.) und (38.) 
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n=CcQO por [0,0] 
(372a.) vo =(l+ 8%) =, Bee Lt > N 1:3) 


N=OO 


(332.) a=(1+)2 > CnEn+1E*"; 


ferner ist 
„(@ 
48 en 18 


55. k2 ——- nz == 
(55.) Ina are, ] Ar) 
. 2 en 
56. —- R— 
Daraus folgt 
(57.) (2 gi k?)ag = 1 ni at — 5 =; (nr 6) |, 
4 n=c0o 
(58.) Ara, = Gr 5 = Don ren 
also 


(8) @-P)n — Ba; nr I N > (en ai.) „re. 


Nun ist aber 


2n +1 CRmeh. 
(60.) Cn+1 — In + n + 2 Ca; also Cy ar C+1 = DD Er 5 ) 
deshalb geht Gleichung (59.) über in 
> N=00o 
9.2.73 Be a a EN er 4an| — 9 
(61.) (2 k?)ao k2aı alt 8 ey | &n. 
Auch die anderen Coefficienten dı, da, ds,... kann man sehr 


einfach durch die Grössen @, aı, as,... ausdrücken. Durch 
Differentiation der Gleichung (52.) findet man nämlich 


sin?« sing COS 
(62.) 2 Ana 


yV ar Sin en 4b, sin(2p) + 853 sin(4p) 


— 1253; sin(6p) + — > 
ausserdem folgt aus Gleichung (46.) 


Kiepert, Integral- Rechnung. 20 
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sin?« sin COS 
(63) — Pe 


(@ — 49) IN(2P) — (as — )sin(Ap) 
+ (9 eG %)sin(6p)> el 


Vi—sindesinp 


folglich erhält man 
85, = Alav — ar), 165, = k’laı — az), 2453 = ka — ar)... 
allgemein 
(64.) 8nb, — Arlanı — n+ı). 
Setzt man also 
H—-m=2.D, mon -=-2,D, mu br Dde 


allgemein 


(65.) An—ı — In+ı — (2n)D,, 
so wird a er ur: 
A 5 2 Ri Ar 
(66.) = «Bi — By 3=Z Ba; Bi ee ED 


folglich geht A vo über in 

(87) Ef IV Teig .dy 

— bug + 5 [Bssin(2g) — Basin(dp) + Bsin(6p) — +]. 
Von besonderem Interesse sind die Werthe der beiden Inte- 


grale FA, p) und E(k, p) für = = die man bezw. mit X und 
E bezeichnet. Nach den Gleichungen (36.), (53.) und (61.) wird 


ar h 5 Nena” y 


[59.71.20 6 (% 5) — 7 — sin’esin?p . dp = = 
| 0 
= e—#)@— Ma]. 


Beispiel. 
Die angeführten Reihen convergiren um so schlechter, je 
mehr sich = sin« dem Werthe 1 nähert. Wenn also in dem 
folgenden Beispiele 
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ae 
(70.) k=08 18 zn lea — 05 
k 


gesetzt wird, so möge hervorgehoben werden, dass die Rechnung 
für kleinere Werthe von 4 noch einfacher wird. Hier erhält man 


1+282—= 125 &? — 0,0002 4414 
‚(1 + 2) = 0,3125 81° — 0,0000 1526 
& — 0,0625 2° — 0,0000 0095 


& — 0,0039 0625 &* = 0,0000 0006; 


ferner ist 


eh 25 

c® = 0,1406 25 
c3? — 0,0976 5625 
N Tee 
c> = 0,0605 6214 


Cıca = 0,1875 

Coc3 = 0,1171 875 
C3Ca = 0,0854 4922 
Cıc5 = 0,0672 9126 
C5C; = 0,0555 1529 


CeCı = 0,0472 5409. 
Daraus folgt 
(1) =(i+E)(1-+ ce + ce + ---) = 1,2702 4920, 
(72) a =(1+2)8(cı + cıcg&® + 02638° + ---) = 0,1600 6202. 
Aus den Gleichungen (47.), nämlich aus den Formeln 
(73.) 3 =4mL—- a, 543 = 8a —3a, 7a4=12a3l —5az,..., 
wobei 
(74.) I u Nele 


ist, findet man 


(75.) 


a, = 0,0300 9265 
a3 — 0,0062 7780 
a, = 0,0013 7439 
a; = 0;0003 0941 
de = 0,0000 7093 
a; = 0,0000 1647 


ds = 0,0000 0386 
a9 = 0,0000 0091 
a1 = 0,0000 0021 
a1 = 0,0000 0005 
dı2 = 0,0000 0001. 


Es darf nicht verschwiegen werden, dass man diese Werthe 
aus den Gleichungen (47.) nur dann findet, wenn man noch 
einige Decimalstellen mehr berücksichtigt. Bei derartigen recur- 

20* 
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rirenden Formeln werden nämlich die Fehler, welche durch die 
Vernachlässigung der folgenden Decimalstellen entstehen, im 
Alleemeinen bei jedem späteren Gliede grösser. Wenn z. B. 
die letzte Decimalstelle in «„ und a,’auch nur um 2 Einheiten 
unsicher ist, so wird in der Gleichung 

3a, = Al — a 
a, (und deshalb auch der Fehler von «,) mit 45 = 8,5 multi- 
plieirt, so dass 3a, um 19 Einheiten, a, selbst um 7 
in der letzten Decimalstelle unsicher ist. Die Grösse a, wird 
um etwa 23, a, um etwa 172 Einheiten unsicher. So steigert 
sich die Unsicherheit mit jedem späteren Gliede ausserordent- 
lich schnell, weshalb die vorstehenden Resultate nach Gleichung: 
(40.), nämlich nach der Formel 


N=CQO 
IE) Di CenEr 
N=0 
berechnet sind. Sodann findet man aus den Gleichungen 
26 m (2 5 k>)ao em k2aı Ss: 1,36 AN ir 0,641, 


4B,=W—@, 16B, —a, ——d3, 5; = m — u... 


b5 — 0,8125 4961 B; = 0,0000 1303 
B, = 0,3100 8914 B; = 0,0000 0203 
(76.) B» = 0,0096 1151 B- = 0,0000 0034 
| B; = 0,0007 9773 Bs = 0,0000 0006 
Bı = 0,0000 9326 B, — 0,0000 0001. 
Daraus folgt dann 
(77.) re F(R =) — ©07 _ 1,9953 0278, 
b 
(Te) E(%, =) = > = 1,2763 4994, 


Soll z.B. bei der Rectification der Ellipse mit den Halb- 
axen 


Bl de 
der Quadrant g berechnet werden, so erhält man e=8, also 


ki — = 0,8 und nach Gleichung (20.) 


Einheiten - 
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1 
(AH — At? 7 
Bo ae = aE(k, 5) — 12,763 4994. 


ve 
Zur Prüfung dieses Resultates beachte man, dass der Quadrant 


des Kreises mit dem Halbmesser a gleich 15,7079 633, und der 
Quadrant des Kreises mit dem Halbmesser 5 gleich 9,4247 780 ist. 


Ü 


8 55. 


Differentiation der Integrale. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 152—154.) 


Nach Formel Nr. 4 der Tabelle war ein bestimmtes Integral 
durch die Gleichung 


(1) F= /f’(@)de =f(6) —F (a) 


erklärt worden. Man kann daher F als eine Function von a 


und 5 betrachten und erhält | 
OF ed ; 
(2.) Fe znhla, db = f'(b), 


also 
(3.) dF=d I Fıa)de = —f'(a)da + f'(b)db. 


Ist die Function unter dem Integralzeichen ausser von & 
noch abhängig von einem variablen Parameter £, ist also 


(4.) Fo = 9@ dd, F=Ipe, Yaz, 


so ist auch das bestimmte Integral Z eine Function von 4 Die 
Integrationsgrenzen @« und 5 seien zunächst unabhängig von t, 
dann wird F übergehen in #+4F, wenn 2 um /t wächst, 
wobei 


b 
(5.) F+ AF= /y(a, t + At)de 
ist. Aus den Gleichungen (4.) und (5.) folgt daher 
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b b 
(6.) AF= /Sy(z, t + Al)de — Sy(a, Üde, 
b 
=/ [y@, 2 + At) — pa, t)]da i 
2 
N Re ren a 
7) 7 =/ At 
folglich erhält man, wenn 42 verschwindend klein wird, 
b b 
DIOR; _. [Oy(e, 
Sind die Integrationsgrenzen « und 5 gleichfalls Functionen 
von £, so wird nach D.-R., Formel Nr. 136 der Tabelle 
Rs od, wol00 OF 
2 dt 9a dt RE Ob dt iu Dan 
oder mit wenn: auf die Gleichungen (2.) und (4.) 
dF a 
(10.) Fe re Ddx 
da o z,t 
= — (a, + 90,1% Be ) de. 


Ist F das unbestimmte Integral einer Differential-Funtin 
g(z, t)dx, welche noch einen variablen Parameter ? enthält, so | 
kann die Integrations- Constante C' gleichfalls noch von dem 
Parameter 2 abhängig sein, so dass man erhält 


(11.) F=J/y(e, Mde + vi), 
wobei w(t) eine ganz beliebige Function von 7 ist. Wächst 
um ft, so geht F über in 


(12.) F+ AF= /y(@,t+ At)dz + w(t + At); 
folglich wird 


(13) AF= Spa, + 4) — pa, M)dz + wie + 41) — Yh), 
also | 


‚>. 
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SEE 1 AF Oye, 2) 
—Z ee 
Da w(?) eine ganz beliebige Function von ? ist, so gilt das- 
selbe von ‘(2), d. h. ‘(£) spielt auch in Gleichung (14.) die 
Rolle einer beliebigen Integrations-Constanten, so dass in Glei- 
chung (14.) der Satz ausgesprochen ist: Ein unbestimmtes Inte- 
gral wird nach einem variablen Parameter differentürt, indem 
man die Function unter dem Integralzeichen nach diesem Para- 
meter differentürt. 


dz + w'(d). 


8 54. 


Berechnung der Werthe von einigen bestimmten Integralen. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 155, 155a und 156.) 

Zur Berechnung eines destimmten Integrals ist es nicht immer 
erforderlich, vorher das unbestimmte Integral zu ermitteln; es 
sind dabei vielmehr häufig Vereinfachungen möglich, wie man 
aus den foleenden Beispielen ersehen kann. 

Nach Formel Nr. 71 der Tabelle ist 


1 | 
an her et 2n—l : 2n—3 PLA 
Beer c0s."zdz = Sin“ 3 COST + an (an) COST 2 
(22% — 1) (2r—3)...5. Fe N (22 — 1)(2Rr—3)...5. Er 
2n(2Rn — 2)...6.4.2 Deren —2)...6.4. i 
da nun | 
(2.) SEE (2) — 
ist, so wird 
= 
2 ee BaAash 7 
zn Bra‘ 
&2 eos er 2n(2n — 2)...6.4.2 2 


0 
In ähnlicher Weise ergiebt sich aus Formel Nr. 74 der 
Tabelle, nämlich aus- 


(4.) Finde — 003 a sin®—1c-+ 
(2r —1)(2R—3)...5.3.1 


(22 — 1) (2Rr — 3).. 15 | a 
nn —2)...6. = are 0,00% 


2n —]1 


Zn ge ame we 
an a eh a 
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das bestimmte Integral 


gt 


2 

hr (22 — 1) (2n —3)...5. 

S 2n — BR TEEN. IF x 
6 Fin NEN NEINNET I DEE 


5»1 ‚ae, 
2 2 
0 

Die Formeln Nr. 71 und 74 der Tabelle, deren Herleitung 
immerhin mit einigen Schwierigkeiten verknüpft ist, braucht 
man aber gar nicht einmal zur Berechnung dieser bestimmten 
Integrale; man findet vielmehr weit einfacher aus Formel Nr. 70 
der Tabelle, nämlich aus 


1 2n—1f 
(6.) feos"edz cos”"-Irsinz + 95 fosede, 


das bestimmte Integral 


PLA ZT 
2 r 
2n—1f 
(7.) cos?nedz — CO 2rdr 
DI i 
0 


weil das erste Glied auf der rechten Seite von Gleichung (6.) 
an der oberen und an der unteren Grenze verschwindet. Indem 
man » mit a— 1 vertauscht, geht Gleichung (7.) über in 


7t 


w|a 


an a8 
(8.) fos—ede = a Bar, Cor Te din. 
0 


In dieser Weise kann man fortfahren, bis man endlich die 
Formeln 


PLA 7t 
3 BD 
4 3 2 
(9.) COS dp — 7 cosrdz, 
ö 0 
a zt 
i er 


1 ; Er 

10. : 2 eh a 

(10.) feoszde 5 für a 
) 


0 
erhält. Aus diesen Gleichungen ergiebt sich dann wieder das- 
selbe Resultat wie in Gleichung (3.). 


& 


ee 
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Ebenso liefert die Formel Nr. 73 der Tabelle die Glei- 
chungen 


1: 
Ert,) fsint'da = — “— Sind, 
y 0 
% ae 
(12.) Jin er . z 2, Send, 
0 
kr ide 
(13.) Fine ar j sine de, 
0 0 
a Zr 


2 
ie IT 
Br en Belgeree 
(14.) fsin 2.de = ! für = Er 
0 0 : 


Aus diesen Gleichungen ergiebt sich wieder dasselbe Resultat 
wie in Gleichung (5.). 


Setzt man in Formel Nr. 70 der Tabelle m = 2» +1, so 
erhält man 


l 

(15.) feste dt = STEHEN cos”zsinz + Far) ‚foos” 12a 
also | 

Se ac 

: 2n ; 

2n-+i a ©) In—1 
(16.) [eos nr = Fr fer zde. 
Ö 

Ebenso wird 

Sid Eu 

i 2n — 2 5 
E12.) Jos Inde — SR] Cosa ira 


0 0 
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Ei Ei 
2 2 7T 
Pr 2... 
> u: u —l 
(18.) Jeos nr „fen: de = E [sinz], u 
"O0 
folglich wird 
P7A 
3 2nan —2)...4.2 - 
2n-+1 —- LT en Sr ee Feen 2 5 
12) jes en Done 


0 
Ebenso findet man aus Formel Nr. 73 der Tabelle 


B, 
2 


Sr 2n(2n —2)...4.2 
DD. 2n+1 REN RE ABER SERSÄHNER. ba Aa Wi 0, 
(20.) fin on oe 


0 


In ähnlicher Weise liefern die Formeln Nr. 124 und 127 der 
Tabelle, nämlich die Gleichungen 


x di : 
(21.) / SIN?2C08?2. de'—= SP COS 
m+n 
u 
+ —— f{sin”—?rcos"zdz, 
+n 


: 1 \ 
(22.). [sin”z cos"z dz = —— sin”Tiz cos" iz 
m+n 
n—1 1: 
+ ——- Isinfzcos" ?rdz 
m+n ; 


ze 
2 
ein einfaches Verfahren für die Berechnung von / sin®z cos”z dx. 
0 


Aus Gleichung (21.) folgt nämlich, wenn m >1 ist, 


7 st 
ee 2 
; Mae 
(23.) sin”z cos"zde = — —— Sin” ?z cos"z.dz. 
mn 


0 
Jenachdem m gerade oder ungerade ist, wird durch wieder- 
holte Anwendung dieser Vereinfachung das gesuchte Integral 


ct 


7 
schliesslich entweder auf das bereits ermittelte / cos"zdz, 
0 


oder auf 


EN u 
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z P7A 
x ? 
J cos"tiz 1 
N ER ah AB ar re 
(24.) os zsinzde = Be Ra 
) 
zurückgeführt. r 
Aus Gleichung (22.) folgt, wenn » >1 ist, 
2% Ar 
2 De 
(25.) In LOS"EdL — Jsinre CORE 2 di. 
mn 


0 0) 


Jenachdem » gerade oder ungerade ist, wird durch wieder- 
holte Anwendung dieser Gleichung das gesuchte Integral schliess- 


7t 


lich entweder auf das bereits ermittelte / sinnxdz, oder auf 
0 


SER! 
w| N 


= sin®+iz 1 

26. in? a ee TE 

(26.) F 2 cos 2dx Era AT 
0 


zurückgeführt. 


Diese Resultate kann man auch zur Berechnung: der Zahl 


sc benutzen. Es ist nämlich für eg 


u) 


(27.) nee Sina smeurla, 
also nach den in $ 48 ausgeführten Sätzen 
2 Be ac 
(28.) N. sinznHizdz < [sin*zdr < [sin*-ixdz, 
) (Ü) 0 

oder 
(29) 2n(2n —2)...4.2 _@Rn—1)(2n—3)...5.3.1, 

(2% +1)(2Rr —1)...5.8 Dr (E02) RO 232 > 
und | 
(80) (2a —1)(2R—3)...5.3.1,= (en —2)@n—4)...4.2, 

2n(2n —2)...6.4.2 2 (2n—1)(2r—3)...5.3 
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Daraus folgt 
2 6 6 2n —2 i an an 
N EEE an —1. 21 2anı 


a ee A DIT PS Ze 
Selen wur Anne 
Die rechten Seiten dieser beiden Be N unterscheiden 


sich von einander nur durch den Factor ur der sich für 


unbegrenzt wachsendes » der Grenze 1 nähert, folglich ist 


Be im Ss OD Pe 


a a ET Te en 
Diese Formel rührt von Wallis her und ist bereits vor 


Entdeckung der Differential- und Integral- Rechnung gefunden 
worden. 


8 55. 
Berechnung bestimmter Integrale durch Differentiation, 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 157 und 158.) 


Aus Formel Nr. 21 der Tabelle, nämlich aus 


(1.) | rs = — „arete( =) " 


folgt durch Vertauschung von a? mit £ 


(2 ) = — 4 [arctg (=) = ds . u . 
N 
Indem man beide Seiten dieser Gleichung nach dem Para- 


meter t differentiirt und mit — 1 multiplicirt, erhält man nach 
Formel Nr. 153 der Tabelle 


RE 
(3.) fein: 2 DV N 


Wenn man beide Seiten dieser Gleichung nochmals eh t 
differentiirt und durch — 2 dividirt, so ergiebt sich 
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3 dz Te 
4. / > == ® wel 
e) N e: 


Durch Fortsetzung dieses Verfahrens findet man 


3 ik da LS \ 7 

’ = — ne mt 3 

(5.) Je+y: 2.4.6 eyi 2 

0 

6 de 1.8.5.0 nd) 1 

" @2 ir 2.4.6.%2@% 22) m1yYt ah 
Ö 

oder 

e 1. Se al, 

2 Mer 2 ame anti 
0 

Aus 
(e) ferar —— = .eot— — ur 


folgt für positive Werthe von ? 


[e,0) 


(8.) ferdz . n . 
0) 

Indem man beide Seiten dieser Gleichung nach dem Para- 

meter t difterentürt und mit — 1 multiplieirt, erhält man nach 

Formel Nr. 153 der Tabelle 


[e,e] 


(9.) je ee m 


0 
und wenn man dieses Verfahren wiederholt, 


(10.) jp ‚de = 1.2 9 


FL) fe ee =. a ) 
0 
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n! 
(12.) a: E and = art ® 
0 
8 56. | 
Darstellung der Coefficienten einer trigonometrischen 
Reihe. 


(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 159.) 
Sind die beiden positiven ganzen Zahlen m» und » von ein- 
ander verschieden, so wird 


7t 


(1.) Jeoson —n)2.de = —— [Ssin(m — n)z] 0, | 
0 

n | 

(2.) frosim +n)e.de= = [sin(m + n)a]" a | | 


Beachtet man die beiden bekannten Formeln 
cos(a — 5) = C0Sa cosd + sinasind, 
© \ cos(a + 5) = cosa cosd — sina sind, 
so findet man durch Addition und Subtraction der Gleichungen 
(1.) und (2.) für mn 
(4.) Jeostnz) cos(nr)de = 0, 


0 
7t 


5) / an 20 


Dagegen geht Gleichung (1.) für m = n über in 
(1a.) fesem nz .dr —a RR m 
0 0 


während Gleichung (2.) auch noch für m = richtig bleibt; 
folglich wird für m—=n>1 | 


a An. Mu Mei ee ME ie... erruissuu - 
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7T 7t 


6. cos(mr) cos(rr)dz = f[cos’(nz)dx = u ” 
Sg, (ma) cos(n«) - 
0 9 .= 
E 7L 
0) / sin (mx) sin(nz)dz — [sin?(nx)dz = = R 
; 


Weiss man nun, dass sich f(z) in eine gleichmässig con- 
vergente Reihe von der Form 


(8.) f(@) = ta + a1C082 + agcos(22) ++ ancos(nz) + *-- 
entwickeln lässt, so lange x zwischen O0 und r liegt, so kann 
man die Coefficienten ao, a1, ao,... In folgender Weise bestimmen. 

Multiplieirt man Gleichung (8.) mit dx und integrirt auf 
beiden Seiten zwischen den Grenzen 0 und , so erhält man, da 
die Reihe gsleichmässig convergent ist und deshalb gliedweise 
integrirt werden darf, 


(9.) rear = Sax F oder = = Fa)dz, 
2 2 7E 
0 0 


0 


7t 
denn /cos(rz)dx verschwindet für n>0. Multiplieirt man beide 
0 


Seiten der Gleichung (8.) mit cos(»x)dx und integrirt zwischen 

den Grenzen O0 und 7, so erhält man mit Rücksicht auf die 

Gleichungen (4.) und (6.) 

(10.) hr (2) cos(nz) de — an feos®n2)dz — An 
ö 0 

oder 


(10a.) — = /r (2) cos(nz)dx. 


Hierbei ist f(z) eine periodische gerade Function, die sich 
gar nicht ändert, wenn man x mit —z, oder mit 27 — x ver- 
tauscht, d. h. es ist 


11.) fer —2)=-f-)=fü): 


’ 
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deshalb findet man aus Gleichung (9.) und (10a.), indem man 
die Integrations-Veränderliche y nennt und dann y=2r — x 
setzt, 


(12) 9 = = 1) Fylay = — rem — 2)de = — Aa)az, 
(13940, — FAR cos(ny)dy = — - fren — x) cos(nz)dx 


5 ar 
= = Mi F(z) cos(nz)dx; 


folglich ergiebt sich durch Addition der Gleichungen (9.) und 
(12.), bezw. der Gleichungen (10a.) und (13.) 


GER MM loddz, An =. /f@) cos(nz)de. 


Weiss man, dass sich ‚f(z) in eine gleichmässig convergente 
Reihe von der Form 


(15.) f(@) = dbısinz + dbssin(?2z) + + duSin(ne) +: 
entwickeln lässt, so lange x zwischen den Grenzen 0 und 7x liegt, 
so darf die Reihe gliedweise integrirt werden, und man erhält 
mit Rücksicht auf die Gleichungen (5.) und (7.) 


(16.) / (z)sin(ne)de = bu Jrinz(na)de — bu: = ) 
0 0 . 
oder 
2 ; R 
(16a.) Da „fo sin(nz)dx . 
0 
In diesem Falle ist /(z) eine periodische ungerade Function, 


die nur ihr Zeichen wechselt, wenn man = mit — x, oder mit 
27 — x vertauscht, d. h. es ist 


(UT) Jar — a) =f(— 2) = — fe). 
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Deshalb findet man aus Gleichung (16a.), indem man die 
Integrations-Veränderliche y nennt und dann y = 2rr — x setzt, 


(18) = 7 Ir wsinuy)dy -— re sin(nz)dr 


27 
2 : 
n. re ka 
AR 
also durch Addition zu Gleichung (16a.) 


(19.) = _ Nresinna)de. 


Weiss man endlich, dass sich f(x) in eine gleichmässig 
convergente Reihe von der Form 


(20.)  f(2) = ao + a1C082 + agcos(2x) + --- 

+ b,sinz + dssin(22) + 
entwickeln lässt, so lange z zwischen den Grenzen 0 und 2rr 
liegt, so wird mit Rücksicht darauf, dass 


In 2 


(21.) 1/ [sin(m-+ n)e+sinim—n)e]de=/sin(mz)cos(nz)dz — 0 
0 0 


ist, gleichviel ob m und z» von einander verschieden sind oder 
nicht, 


2r 2rt 
22.0 == = fr (z) cos(nz)de, un = = fo sin(nx)dx. 
0 0 
Dies giebt den Satz: In jeder trigonometrischen Reihe 
Fa) In + > [an cos(nz) + d„sin(nz)]|, 
N 


welche in dem Intervalle von O0 bis Zrr gleichmässig convergent 
ist, haben die Coefficienten a„ und b„ die Werthe 


2rı 277 
j 1 2 
= H F(z)cos(nz)dz, dm = Sn fr (z) sin(nz)dz. 
0 0 : 
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8 57. 


Berechnung bestimmter Integrale bei Anwendung mehr- 
deutiger Substitutionen. 


dd 
Führt man in ein bestimmtes Integral /. p(z)dz durch die 
Substitution | 
(1.) y= le) 


eine neue Integrations-Veränderliche y ein, so muss man auch 
die Integrationsgrenzen ändern, und zwar ist in dem vorliegenden 
Falle die untere Grenze ıW(a) und die obere w(d). Bei der 
Ausrechnung ist aber noch besondere Vorsicht erforderlich, wenn 
die Gleichung (1.) in Bezug auf x mehrdeutig ist. Ein einfaches 
Beispiel möge zeigen, wie bei solchen mehrdeutigen Substitutionen 
leicht Fehler entstehen. 


Es ist 
(2.) Sa — 62 + 13)de = [42° — 32? + 132], — 48. 
1 
Wendet man dagegen die Substitution 
(3.) y=x?—6c2+ 13 
an, so wırd y—8-für 21 und’y — 20 Türe ren 
(4.) z=3+YVy—4, also ee ln 
| 2Yy—4 
ist, so wird man geneigt sein, entweder 
7 20 
(5.) fer + 13)= +3 VIE 
| vn 
oder 
7 20 
(6.) fer 02 + 1334 = u RER. 
| vi 


zu setzen. 'T'hatsächlich sind aber die Gleichungen (5.) und (6.) 
beide unrichtig, wie man schon daraus erkennt, dass 


_ a 
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1: ydı ae ion 80 
a -— I tl: a ee 


ist, während das gesuchte Integral nach Gleichung (2.) den 
Werth 48 hat. 


Zur Lösung des Widerspruches beachte man, dass nach 
Gleichung (4.) zu jedem Werthe von % zwei Werthe-von x ge- 
hören, von denen der eine, nämlich | 


(8.) 2=3+YVy—4 
immer grösser als 3 ist, während der andere, nämlich 


(9.) z=3—Vy—4 

immer Aleiner als 3 ist. Diesen beiden verschiedenen Werthen 
von x, welche zu demselben Werthe von y gehören, entsprechen 
die beiden verschiedenen Werthe von dx, und zwar erkennt man 
aus den Gleichungen (4.), dass den Werthen von z, welche 
grösser als 3 sind, 


(10.) RE Br LEN 
‚2Vy—4 
zugeordnet werden muss, während den Werthen von z, welche 
/leiner als 3 sind, der Werth 

dy 
2VYy—4 
entspricht. Dieses Verhalten muss bei der Umformung des ge- 
suchten Integrals berücksichtigt werden, weil der Werth 2=3 
zwischen den Grenzen 1 und 7 liegt. Es kommen deshalb bei 
der Berechnung des gesuchten Integrals Werthe von x vor, welche 
kleiner als 3 sind, und ausserdem auch solche, welche grösser 
als 3 sind, so dass man nicht durchweg denselben Werth von 
dx benutzen darf. Man muss vielmehr das gesuchte Integral in 
zwei andere Integrale zerlegen, indem man 


(14%) dı = 


Mi 3 7 
(12.) Na? — 6x2+13)dx — /(®— 6x4 13)de+/ (2 —6x+ 13)dx 
{ i 3 


setzt. Bei dem ersten Integrale auf der rechten Seite dieser 
Gleichung ist zS3, folglich muss man bei diesem 
in 
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dy 
9Yyy— 4 
setzen. Bei dem zweiten Integrale ist 23, folglich muss man 
dabei 


de = — 


dy 
Aere= + Een 
2Yy—4 
setzen. Da nun noch y=4 wird für = 3, so erhält man 
- d - d 
wyay sl Ey 
a9 fear + iie=—} ae 
Vene 


ydy 
u (rar + m He J 
Vyv—ı4 


Durch Addition dieser beiden Gleichungen ergiebt sich 


(15. fe — 6x2 + 13)dx = re = az 3 


Nun ist nach den Ausführungen in $ 47 


8 
ydı 1% d 
a fe =, im | II 
Vyv- ee 


| RN RE. ei: 
= „im (Y+9Yyy—4,, 35 W +9/y—4,=7° 
20 20 
(17.): fi a Sy Lee 
ea een 
Vyv— 7, Vy—4 


: di 1 —— 2077 .112 
= „im + 8)Vy 2, , 53 W +3Vy 4, 5; 


man erhält also in Uebereinstimmung mit Gleichung (2.) 


4 


(18.) fe ne + en BA 


1 
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Um die vorstehende Untersuchung auf graphischem Wege 
zu veranschaulichen, sei in Figur 103 die Curve gezeichnet, 
welche der Substitutions- Gleichung 
19) y=?—62+13 Fig. 103.*) 
entspricht. Für alle Werthe 
von x, welche kleiner als 3 sind, 
Fällt die Curve, folglich ist 
d 
n für diese Werthe von 
negativ. Für alle Werthe von 
x dagegen, welche grösser als 
3 sind, steigt die Curve, folg- 
lich ist = für diese Werthe 
von x positiv. Deshalb darf man 
nicht in dem ganzen Intervalle 0A, T, €, 8 
von z=1 bis 2=7 die Grösse 


mit demselben Vorzeichen nehmen; es gilt vielmehr für alle 
Wertbe von z=1 bis 2=3 das untere Zeichen und für alle 
Werthe von 2=3 bis z=7 das obere Zeichen. 

Aus Figur 103 erkennt man auch leicht, weshalb die Glei- 
chungen (5.) und (6.) fehlerhaft sind. 

Das gesuchte Integral giebt nämlich den Flächeninhalt der 
Figur 


7 R 
(20.) A,ABB, = /yde = / (x? — 6x + 13)dz, 
1 1 

während 

20 1 T A 
(21.) 2 Re = (ode =/( ? 62 + 13)dz = CiCBB, 

e: Ka 5 5 

und 


*) Um Platz zu sparen, sind in der Figur alle Ordinaten um die 
Hälfte verkürzt, d. h. die gezeichnete Curve entspricht der Gleichung 


Yy—=12— 6x +13. 
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20 —1 


(22.) — . Bl = (ya 
> wur 


< — fie? — 62 + 13)de= — D,DAA, 
1 


sein würde. Die ganze Fläche A,ABb, erhält man aus 


yd 
er ’ _ nur dadurch, dass man y von AA Shen 


abnehmen er dann von 7,7 =4bis B,B = 20 zunehmen lässt. 


Um den allgemeinen Fall zu behandeln, nehme man an, 


b 
dass in dem Integral /y[w(z)]dz statt der Integrations-Ver- 


änderlichen x durch die Gleichung 

(23.) y= vl) 

die neue Integrations-Veränderliche y substituirt werde. Ist nun 
die Curve, welche der Gleichung (23.) entspricht, durch die 
Figur 104 dargestellt, so hat y zwischen den Grenzen « und 
b für 

(24.) == 060,00 Om De 
Maxima bezw. Minima. 
Es werden also zwischen 
den Grenzen z=g und 
z = h diejenigen Werthe 
von y, welche zwischen 
den Grenzenz=a= O4, 
und z2=g vorkommen, 
wenigstens theilweise wie- 
derkehren. Ebenso wer- 
den zwischen den Grenzen 
z—=hundz=% diejenigen 
Werthe, welche zwischen den Grenzen z=g und z2=% vor- 
kommen, wenigstens theilweise wiederkehren. U.s.w. Es haben 
ZAB: Ab 4 Punkte D, E, F und J, welche in den 4 von ein- 


Fig. 104. 
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ander unterschiedenen Intervallen liegen, gleiche Ordinaten y, 
obgleich die zugehörigen Abscissen z von einander verschieden 
sind; d. h. die Gleichung (23.) hat, wenn man sie nach = aıl- 
löst, für die betrachteten Werthe von y mehrere Wurzeln. In 
Figur 104 ist z. B. die Zahl dieser Wurzeln gleich 4. Bezeichnet 
man diese Wurzeln mit fly), Fely), Fs(y), Fı(y), ist also 


(25.) z= fı(y) zwischen den Grenzen z=a und 2=g, 


(26.) == fx(y) H Y „  z=9 „ z=h 
(27.) LT — f;(y) ” Ph „ A h ” = hi, 
(28.) zT — fı(y) D) N) ” e=h „ı= b, 


so muss man dem entsprechend das gesuchte Integral in 4 Inte- 
grale zerlegen, Indem man 


29.) Selvte)ldr =Iglve)laz + Is lv@)]dr + 


Selpejlde a. yl(z)]dz 


setzt. Dadurch erhält man nach Einführung der neuen Inte- 
grations-Veränderlichen % 


70) 

(30.) In [w@)]de = rw) ).Aıyay, [nach GI. (25.)] 
h ER 

(31)  Splw@)ldz =IsW) Fady [nach Gl. (26.)] 
g R FR 

(32.) IH [(@)]dr Ei ‚Ss (y)dy, [nach GI. (27.)] 
y(b) 

(33.) Kor: 10 Say; [nach GI. (28.)] 


das gesuchte Integral wird daher 
b (9) %(h) 
(34)  Jplv@)] = /r). ‚Fıly)dy +Iey) Ry)dy 
a ab(a) ı(g) 
ıb(k) (b) 


+SpY) Ss y)dy +0) .Fı(y)dy. 


w(h) 
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S 58. 
Messungsmethoden zur Berechnung bestimmter Integrale. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 160 und 161.) 

Soll der Flächeninhalt F= A,ABB, einer ebenen Figur 
berechnet werden, welche oben wieder durch den Curvenbogen 
Ab (Fig. 105) mit der Gleichung 

ae 1) y=f@), 
unten von der X-Axe, links 
und rechts von den Ordinaten 
2.0 und, 22 = babesrenzt 
wird, so kann man 


b 
(2.) F= A,ABB, =/f(z)dx 


B 


| | näherungsweise auch durch 
A, 0, D,E,F, 6, 


N,B 8 
"7% lineare Messungen finden. 
Man braucht dann die Function 


(3.) Fa) = If (e)dr 
gar nicht zu bestimmen, ja es braucht nicht einmal die Function 
y=f‘(x) bekannt zu sein. 

Theilt man nämlich die Strecke A,B, in » gleiche Theile 
h und legt durch die Theilpunkte Parallele zur Y-Axe, so wird 
die Figur in » schmale Streifen zerlegt. Diese Streifen kann 
man näherungsweise als Paralleltrapeze betrachten, indem man 
die einzelnen Curvenbögen durch gerade Linien ersetzt. Dies 
giebt, wenn man 
4) fa)=y, flaeth)=y, Fla+2h)= ya... 

Fa+nk)=f‘(b) = yn 


setzt, 


h h 
5) AAG=5z(yp+y), CGCDD, = sy + wo) 


g / h 
D.DEE, =, (y2 + yo, ..- NINBBı = 5 (yn-ı + Yo); 


also 
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b h 
(6.) A ABB, = Sf (a)dı 2 2 (Yo =: 2yı Te 2y3 En + 24n-1 ie Yn) 


e- 2 [Fla)+2f'a+h)+2f'a +2) ++ 2f(bL—h)+f'(b)]. 


Je grösser die Anzahl » der Streifen wird, um so genauer 
wird das Resultat; wächst » in’s Unendliche, so wird der ge- 
fundene Ausdruck dem gesuchten Integral, bezw. dem gesuchten 
Flächeninhalt sogar genau gleich. 


Beispiel. 
Es sei 


1 
dz : e 
F er laretge]. —sarolo > TER 


0 
ya Lara a 2; 
Kur Beh == % wird in diesem Falle 


ber er@)r ren] 
1 


oder, da ee, == Tee ist, 
1 128 128 128 128 128 128 128 1 
nt tete tot umtn) 
i 32 Ss 32 2 32 8 323 1 
na a na 135 ulERR Dr 11a) 


Nun ist 
1:4 =0,3 
92:60 —=:0,4923 0769 
8:17 = 0,4705 8824 


32:73 = 0,4383 5616 
Dee 

32:89 = 0,3595 5056 
82 25.:==:0,32 

32:113 = 0,2831 8584 
1248 =, 1258; 


folglich erhält man nüherungsweise 
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ı — 3,1389 8849. 
Der gefundene Werth ist also um 0,0026 0416 Aleiner als 
der wahre Werth der ‚Zahl 
r = 3,1415 9265. 


Bei dem angegebenen Verfahren ist an die Stelle des 
Curvenbogens AD ein der Curve einbeschriebenes Polygon ge- 
treten. Man kann mit gleichem Rechte auch ein der Curve 
umschriebenes Polygon in Betracht ziehen, indem man in den 
Punkten C, E, @... (Fig. 105) an die Curve Tangenten legt 
und z. B. die beiden Streifen A,ACC, und C;CDD, durch das 
Paralleltrapez A,A'D'D, (Fig. 106) ersetzt. Dabei wird 

Fig. 106. (8.) 414'+ D,D' = 20,0 =2f'(a+h), 
also 

(9.7, 44/D’D, = 23h. far N): 

Ebenso findet man für die beiden 
folgenden Streifen den Näherungswerth 
r (10.) 2h.f'(a + 3h), 

u. Ss. W: 

Unter der Voraussetzung, dass die Anzahl der Streifen eine 
gerade ist — sie heisse jetzt 2» —, findet man daher für den 
Flächeninhalt der ganzen Figur den Näherungswerth 
(11) F=2hlfla+M+Ffla+3h)+ +56 — Mh] 

= 2hlyı Hy + Yyt + Yan-ı), 
wo wieder 
fa+l)=y, f(a+3h)=y, fla+5h)=ys... 
F'la + (@n — 14] =f' —h)= ya 
gesetzt Ist. 


Zu bemerken ist dabei, dass die Tangenten in den Punkten 
C und E (Fig. 105) die Ordinate D,D im Allgemeinen nicht 
genau in demselben Punkte D‘ treffen werden, so dass die Figur, 
deren Flächeninhalt durch Gleichung (11.) berechnet worden 
ist, von dem umschriebenen Polygon sich um eine kleine Grösse 
unterscheidet. 
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Beispiel. 
Es möge auch diese letzte Formel auf die Berechnung der 
Zahl zz angewendet werden, wenn man wieder von Gleichung 
(7.) ausgeht. In diesem Falle sei die Anzahl der Streifen 


3. 
DR ar also Be: m 16 ’ 


dann wird 


fa Eee ale |: 


1239.712859,51280,, 1128718128 
wa ta ta ts tan 


232128 


1957 2657 281 


Nun ist 


128 : 257 = 0,4980 5447 
128 : 265 = 0,4830 1887 
128 :281 = 0,4555 1601 
128 : 305 = 0,4196 7213 
128 : 337 = 0,3798 2196 
128 : 377 = 0,3395 2255 
128:425 = 0,3011 7647 
1287481. = 0,2661 1227; 
folglich erhält man nüherungswerse 
= 3,1428 9473. 
Der gefundene Werth ist also um 0,0013 0208 grösser als 
der wahre Werth der Zahl 
ıı = 8,1415 9265. 


Der Fehler ist in diesem Falle etwa Aald so gross wie bei 
der vorhergehenden Methode. 

Diese zweite Methode wird auch bei anderen Anwendungen 
in der Regel genauere Resultate liefern als die erste, ohne dass 
man mehr einzelne Glieder zu berechnen braucht, weil sich im 
Allgemeinen die Tangenten einer Curve enger anschmiegen als 
die Sehnen. Von diesem Umstande wird in dem folgenden Para- 
graphen Vortheil gezogen werden. 
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8 59. 
Simpson’sche Regel. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 162 und 163.) 

Es möge wieder eine Figur begrenzt sein oben durch den 
Curvenbogen AB mit der Gleichung 
(1.) y=f'k), 
unten durch die X-Axe, links und rechts durch die Ordinaten 
z=a und z=5 (vergl. Figur 105); die Strecke A,B, sei in 
2r gleiche Theile von der Länge 4, und die Figur selbst sei 
durch die Ordinaten yı, Ya, Ys, - - . ya» In 2n Streifen zerlegt. Ver- 
einigt man zunächst je 2 benachbarte Streifen, so dass man 
thatsächlich nur noch » Doppelstreifen hat, und ersetzt die be- 
srenzenden Ourvenbögen durch die zugehörigen Sehnen, so findet 
man aus Formel Nr. 160 der Tabelle für den gesuchten Flächen- 
inhalt, indem man A mit 2% vertauscht, den angenäherten Werth 
(2) K=h[ f‘(a)+2f‘(a+2h)+2f’(a+4h)+..- +2f'6— 2h)4f'(B)). 

Ersetzt man dagegen bei den Doppelstreifen die Curven- 
bögen bezw. durch die Tangenten, welche in den Endpunkten 
der Ordinaten yı, Y3, Y5,-- - Yan—'ı an die Curve gelegt sind, so 
erhält man nach Formel Nr. 161 der Tabelle den angenäherten 
Werth % 
8.) B=2Alflath)+f(at3h)tfla+5h)+  +f'6—M)]. 

Ist der begrenzende Curvenbogen AB zwischen A und B 


nach oben convex, So ist Fı kleiner als der gesuchte Flächen- 


inhalt 

b 
(4.) F=/f(a)dz, 
und #3 ist grösser als F}; es ist also 
(5.) Jr 19 


Ist dagegen der begrenzende Curvenbogen AD zwischen A 
und B nach oben concav, So wird 


(6.) Pe Vo 


2 2 Nur CT 
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In beiden Fällen ist F ein Mittelwerth zwischen A und 
5, so dass die Grösse v, welche durch die Gleichung 
TREND, 

7.) Tai 
erklärt wird, immer pos:tiv ist, und zwar wird vo für hinreichend 
grosse Werthe von » in der Regel grösser als 1 sein, weil sich 
die Tangenten enger an die Öurve anschmiegen als die Sehnen. 
Aus Gleichung (7.) ergiebt sich sodann 
ra ckta ls 
(8.) = Teens 

Bei der angenäherten Berechnung der Zahl z im: vorher- 
gehenden Paragraphen war z.B. #— F etwa doppelt so gross 
wie a — F. Setzt man daher in den Gleichungen (7.) und (8.) 
v=2, so erhält man durch die Formel 

Ben ri 2 
(9.) un Zr. 3 WER 
eine noch stärkere Annäherung an den wirklichen Werth des 
bestimmten Integrals. Dies giebt, wenn man die Werthe von 
Fı und RB in Gleichung (9.) einsetzt, 


(10) P=E1 F(a)+4f(a+h)+2f (a+2h)+4f'(a+3R)+2f(a+4) 
++ 2/76 24) + 4f'(b 4) +,f'0)], 


oder 
7 f 
(AL) (ytayı + 2ya+Ant2ys rs: + 2yon-2+ 4yan_ı + Yan). 


Für die Zahl z erhält man daher unter Benutzung der im 
vorigen Paragraphen gefundenen Resultate 


Tu == > (3,1389 8849 + 6,2857 8946) —= 3,1415 9265. 


Der gefundene Werth stimmt also bis auf 8 Decimalstellen 
genau mit dem wahren Werthe von z überein. 


Die in den Gleichungen (10.) und (11.) enthaltene Formel, 
welche unter dem Namen „sSimpson’sche Regel“ bekannt ist, 
giebt nicht nur für die Berechnung der Zahl r sehr genaue 
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Werthe, sondern auch für die Berechnung von anderen bestimmten 
Integralen, wenn man nur die Zahl » gross genug macht. Bei 
dem ersten, in $ 58 angewendeten Näherungsverfahren wurde 
die beerenzende Curve durch gerade Linien mit der Gleichung 


y=ac+b 


ersetzt, wobei die Constanten a und 5 so bestimmt werden 
können, dass jede dieser Geraden durch zwei benachbarte Punkte 
der Curve hindurchgeht. Auf die Simpson’sche Regel dagegen 
wird man geführt, indem man bei der Berechnung: der Doppel- 
streifen die einzelnen Curvenbögen durch passend gewählte 
Parabelbögen ersetzt, welche sich der Curve sehr eng an- 
schliessen. Dies geschieht in folgender Weise. 


Fig. 107. Die Gleichung 


og h (12.) y=am®?+br+c 
stellt, was auch die constanten Coefficien- 


2 ten a, 5, ce sein mögen, eine Parabel dar, 
| | deren Axe zur Y-Axe parallel ist. Ueber 
” 0 7; X die Ooeffieienten a, d,c kann man nun so 

verfügen, dass die Parabel durch die drei 
Punkte A, ©, D (Fig. 107) mit den Coordinaten (— 4, yo), (0, Yı), 
(+ A, ya) hindurchgeht, indem man die Gleichungen 


| y=ah—bh-+ ec, 
(13.) Ch 

rer 
befriedigt. Daraus ergiebt sich 


1 1 
14) a=,, m Wr ya) dann) eye 


so dass Gleichung (12.) übergeht in 
| 1 
15) ya. A ty) + hy tr yet 2iyı]. 


Der Flächeninhalt der Figur A,ADD, wird daher 


VE 
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—+N 
. (16.) 4ADD, = (hd 
—n 
F » 2 A 
EHRE R —2yı Typ) tAT—yerr ya) + 21a | 


—+h 


—h 
1 h3 i h 
er | — un y2)5 + 2h yıh = 3 (Yo + 4yı + y3). 


Da bei einer beliebigen Parallelverschiebung der Y-Axe 
sich weder die Länge der Ordinaten %0, Yı, Yy -.- Yan noch die 
Grösse 4 ändert, so kann man in ähnlicher Weise den Flächen- 
inhalt der sämmtlichen Doppelstreifen (in Figur 105) berechnen 
und findet dafür bezw. 
ytlyıt), 2 (y+ay+yı) Di (bat My Fyn); 
dabei hat man die einzelnen Curvenbögen durch Parabelbögen 
ersetzt, welche durch je 3 auf einander folgende Punkte der 
begrenzenden Curve AD hindurchgehen. Für den Flächeninhalt 
der ganzen Figur erhält man dann den angenäherten Werth 


/ 
) F=(yo+4y u 2ya +4y3+2y,+ ... 2yan_2+ yan—ı + Yan) , 


ein Ausdruck, welcher mit Gleichung (11.), d.h. mit der Simp- 
son’schen Regel genau übereinstimmt. 


Um sich darüber Rechenschaft zu geben, wie genau die 
durch Anwendung der Simpson’schen Regel gefundenen Resultate 
sind, diene die folgende Betrachtung. Entwickelt man 


(18) 8 + Ayı + u) = [f40) + 4a + N) + fa + 24) 


nach steigenden Potenzen von A, so erhält man durch Anwendung 
der Taylor’schen Reihe 


h \ 448 
(19) 3 yotäyıty) = 2%. Sa) +2 .f"a) + sw ar 


ah 51° „. 
sn (4) _— _. £15) na 
a, a7; (a) IE 18 JR (a) nr f ne 


Andererseits ist nach der Zaylor’schen Reihe 
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a-+2h 


(20.) /F (ode = f(a + 24) — (a) 
2 e Ka 
=) + ++) 


a) +» 
folglich wird 


a+2h 


(21.) yn + 4yı + Ye) hr (z)dz = O0) aa 


Man erkennt daraus, dass der Unterschied zwischen dem 
Näherungswerth, den die Simpson’sche Regel liefert, und dem 
wahren Werthe des Integrals mit % zugleich unendlich klein wird 
von der fünften Ordnung. 

Für » Doppelstreifen ist daher der Unterschied etwa »-mal 
so gross, folglich wird der gesammte Fehler, da 2rh = b — a ist, 
(b—a)ht 

150 

Es war bei Herleitung der Näherungsformeln in diesem und 
dem vorhergehenden Paragraphen bisher die Voraussetzung ge- 
macht worden, dass der begrenzende Curvenbogen AB über der 
X-Axe liegt; es gelten aber noch dieselben Schlüsse auch dann, 
wenn der Bogen AB unter der X-Axe liest, es wird dann aber 
der Werth des bestimmten Integrals negativ. Die Formeln 
bleiben sogar noch richtig, wenn die Curve theilweise über, theil- 
weise «unter der X-Axe liest, wie aus der Zerlegung des be- 
stimmten Integrals hervorgeht. 

Ebenso ist es nicht nothwendig, dass der Bogen AD ın 
seiner ganzen Ausdehnung »ach oben convex oder nach oben 
concav ist. Es wird aber zweckmässig sein, durch die Ordinaten 
der Wendepunkte, welche zwischen A und 5 möglicher Weise 
vorhanden sind, die Figur (bezw. das bestimmte Integral) zu 
zerlegen. 

Das Verfahren, durch welches die Simpson’sche Regel zu- 
letzt hergeleitet worden ist, lässt sich noch verallgemeinern, 
indem man die Figur in 4» Streifen von gleicher Breite % zer- 
legt und in der Gleichung 


gleich einem Mittelwerthe von f'®(z), multiplieirt mit 


TER 
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(22.) y= art + a2? + a2? + a2 + a 

die 5 constanten Coefficienten a, aı, ae, @3, a4 SO bestimmt, dass die 
neue Curve mit dem Curvenbogen AB (Fig. 105) 5 auf einander 
folgende Punkte, z. B. die 5 Punkte A, C, D, E, F gemeinschaft- 
lich hat. Auf diese Weise erhält man eine Curve, welche sich 
der gegebenen Curve längs des Bogens ACDEF im Allgemeinen 
noch enger anschliesst. Deshalb findet man dann auch bei der 
Berechnung des Inhaltes der Fläche A,AFF, noch "genauere 
Resultate als durch die bisherigen Methoden, wenn man die ge- 
gebene Curve durch die der Gleichung (22.) entsprechende er- 
setzt. 


Aehnlich wie bei der Simpson’schen Regel findet man dann 
für den Näherungswerth den Ausdruck 


(33. ) K— lg? -F 92Yı — 12% + Says + 7y4) 
+ (7ys + 32y5 + 1246 + 3247 + 7ys) 


- n x 2 ” R 2 x A 2 P s = 
ee aan 220] 


Auch hier kann man sich über die Genauigkeit der gefun- 
denen Resultate durch die Entwickelung nach der Taylor’schen 
Reihe Rechenschaft geben, denn es ist 


27 
DAR, — 15 (7% + 32y1 + 1242 + 32y3 + 7ya) 


Dh 
-. [ro + 32 f‘(a + h) + 12f'(a + 24) 
+ 32f‘(a + 3h) + 7f'(a + 4) 


= s1f'(a) + B12F" la) + pr) + Fe) 


1284 25 88%’ 
+ FO) + Sa) + SO) + 
Kiepert, Integral- Rechnung. 22 
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Andererseits ist 
a+4h 


(25.) ee —= f(a + 4h) —f(a) 


4 a 
— 4hf*(a) + Bhf) +" a a) 
en 256° 102447 
Ein zes Fa) + =, 2 Na a) + en DA 
folglich Ber 
a-+4h 
(26.) a Iroyde = =. fa) + 


a 


Der Unterschied zwischen dem Näherungswerthe und dem 
wahren Werthe des Integrals wird also für je 4 Streifen von 
der Breite A mit 4 zugleich unendlich klein von der siedenten 
Ordnung. 

Für alle 4» Streifen wird demnach der Unterschied etwa 
n-mal so gross. Der gesammte Fehler wird also, da 

Aunhh=b—a 
ist, gleich einem Mittelwerth von f®(z), multiplieirt mit 
2(b — a)lı® 
TEEN T 
In dieser Weise kann man fortfahren und die einzelnen 


Theile des Curvenbogens AB durch Curvenbögen mit der 
Gleichung 


(27.) Y 7 a Ei: re Hr ae = ee = r Adgam—ı 2 dam 


ersetzen, welche durch je 2m» + 1 auf einander folgende Punkte 
der gegebenen Curve hindurchgehen. 


Es ist dabei noch zu bemerken, dass die Genauigkeit im 
Allgemeinen keine grössere wird, wenn man die Gleichung (27.) 
mit der Gleichung 
(28.) y=azmtı + aa" + aa". + Amt + Aamzı 
vertauscht und die 2m + 2 Coefficienten a, «ı, @2,... Aam+ı SO 


= 
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bestimmt, dass die entsprechende Curve durch 2m + 2 auf ein- 
ander folgende Punkte der gegebenen Curve hindurch geht. Der 
Grund dafür liegt darin, dass bei dem Integral 


% z2m+2 z2mH+1 +% 
(29.) ydz == res + aı Br ae +. + dem, ÄEr: ante) 
1 72m+1 72m—1 
=2 Bern, 


der Coefficient «a von z°?”+! in dem Endresultat überhaupt nicht 
mehr vorkommt. 


8 60. 
Uebungs -Beispiele. 


Aufgabe 1. Man soll mit Anwendung der Simpson’schen 
Regel 


(1.) 12 en 


1 
berechnen. 


H Ä 1 ß 
Auflösung. Es sei 2» = 10, also Ah = 19 dann wird 


2.) 2= Ur) + 41,1) + 212) + HELD] 


202403 72079407.,20° 7402.20, , 40 
=5(1+7 a7 + PUSFRETRETUETUETART: tot) 
Se ist 
1:30 = 0,0333 3333 
4,39. .0,12121212 
2503.0.0555:.5556 
4:39 = 0,1025 6410 
2:42 = 0,0476 1905 
4:45 = 0,0888 8889 
2:48 = 0,0416 6667 
4:51 = 0,0784 3137 
2:54 = 0,0370 3704 
4:57 = 0,0701 7544 
1:60 = 0,0166 6667; 


22* 
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folglich findet man für 12 den Näherungswerth 0,6931 5024, der 
sich von dem wahren Werthe, nämlich von 

12 = 0,6931 4718 
nur um 0,0000 0306 unterscheidet. 


d 
Berechnet man 12 = f = nach der zweiten Methode, also nach 
1 


Formel Nr. 163 der Tabelle, indem man 12 Intervalle annimmt, 
so wird 


(8.) dns 12m 
also 

| 2 
(4) F= 15 (730 + 32yı + 12ys + 3243 + 14yı + 32ys 


+ 1246 + 32y7 + 14ys + 3249 + 12Yı0 + 32yıı + 7Yı2) 
144 384 168 , 384 144 


R 354 
Zune a'5s’rstm "ss 


884 168 , 384 , 144 384 7 
en ) 


23 2 
Nun ist 
DT. 
384 :13 = 29,538 461 538 5 
144 :14 = 10,285 7142857 ıı 
3841:15 = 25,6 
168:16 = 10,5 
384 :17 = 22,588 235 294 1 
144. 1828 
384 :19 = 20,210 526 315 8 
168:20 = 8,4 
854 :21 = 18,285 714 2857 
144:22 = 6,545 454 545 5 
384 :23 = 16,695 652 173 9 
7:2= 35 
folglich erhält man für 12 den Näherungswerth 
(9.) F= 187,149 758 439 2 : 270 


— 0,693 147 253 5, 
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der sich von 
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12 — 0,693 147 180 6 


nur um 
(6.) 
unterscheidet. 


F-—-12 = 0,000 000 072 9 


Aufgabe 2. Man soll die Zahl = durch Anwendung der 
Simpson’schen Regel aus der Gleichung 


0,5 


dx 


ir Wie 


berechnen. 


Auflösung. Für 2» = 8, 


— [aresinz] 


E 


0,5 
0 


TC 
6 


1 R 
ala = 7 erhält man 


8) = ro 2 15 (6)+ 1202 oRaz &) 


1 64 32 64 32 64 32 
—& a REN di 
8 V255 ° V252° V247 °V240 :y231 Y220 
64 16 
-- — —); 
V 207 YV192 

oder BR SR OR) pr 

9.) „1, 716320 | Yıı2 Vı5808 | Y15 

ER: 259 42 247 15 

ae WIATBR OR v220, V1472 v3 
231 55 69 12 
Nun ist 
1:8 = 0,125 

V 16320 : 255 = 0,5009 7943 
V11222 42 0.2519 7631 
V 15808 : 247 = 0,5090 2781 
V!5: 15 = 0,2581 9889 
V 14784: 231 = 0,5263 6135 
V220: 55 = 0,2696 7995 
V1472: 69 = 0,5560 3844 


V3: 


12 = 0,1443 3757; 
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folglich erhält man für die Zahl = den Näherungswerth 
3,1415 9975, der sich von dem wahren Werthe, nämlich von 


rc = 3,1415 9265 
nur um die Grösse 0,000 0710 unterscheidet. 


Aufgabe 3. Von einer Ellipse 5°2? + a’y? = a?b? mit den 
Halbaxen «=6, 5=4 soll man das Flächenstück Q,PıP>Q> 


berechnen (Fig. 108), wenn OQ, = —1und O@& = +5 ist. 
Fig. 108. Auflösung. Aus der Gleichung 
P,B der Ellipse folgt 


NL. 
een (10.)y=V = V36R°, 


so dass man für den gesuchten 
@;,/ Flächeninhalt 
ws 
MEINER B dı V36—.? 
—1 
erhält. Nach der Simpson’schen Regel wird daher für 2» = 12, 
2 


(12) F=,-5(V55 + 1V35,75 + 2756 + 158,75 


+2Y35 + 4 Y33,75 + 232 + 4 V29,75 
+2Y27 + 4Y23,75 +2Y20 +4 Y15,75+ Yıl). 
. Nun ist 
2V36 = 2.6 = 12,0000 000 
835,75 =V2288 — 47,8330 430 
3V35 = V315 = 17,7482 393 
4Y33,75 = V540 = 23,2379 001 
232 = V128 = 11,3137 085 
4V29,75 = V476 = 21,8174 242 
2Y27 = Y108 = 10,3923 048 
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4YV23,75 = Y380 = 19,4935 887 
2/20 = YV80 = 8,9442 719 
4Y15,75 = V252 = 15,8745 079 
Vil = 3,3166 248; 
man erhält daher für F den Nüherungswerth 
(13.) 191,9716 132: 9 = 21,3301 7924. 
Den wahren Werth von F findet man aus 


5 
2 Dan +5 

(ENTARZ f aVs—# = Ve +18 aresin(};)) | 
3 oL2 4 
—4 


— „vu + V35) + 12 arc sn(;)— 12 arcsin(— 5) 
Dabei ist (vergl. Aufgabe 4 in S 11) 


5 tr 
Ey — 5,527 708 
lı..: au 
„V35 =2016972:.027 
. (5 

12 arcsin(..) 11,821 527 


12arc sn(z) — 2,0098377 


(15.) F= 21,330 439. 

Der durch die Anwendung der Simpson’schen Regel ge- 
fundene Werth ist also um 0,000 260 zu klein. 

Aufgabe 4. In einer Ellipse (Fig. 109) mit der Gleichung 


(16.) 522° + BY 0.b: Fig. 109. 


seien die beiden Halbaxen 
(1) 2 I) runde are, 
man soll die Länge des Bogens 
BP bestimmen, wenn OQ Hr 
gleich S ist. 

Auflösung. AusGleichung 
(16.) folgt 
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18 4 __ Pe (N) _ ir _ Fer 
( .) dr ra a?y dx 7S aty? 77 a?(a? — 1?) 
In dem vorliegenden Falle ist also 
(19.) unge fü 10000 — 642? 
100(100 — 2?) 


Deshalb erhält man durch Anwendung der Simpson’schen 
Regel für 2» =8, h=1 


1 9936 9744 124 
20. . 1 4 BIER, 
GERT, Al 3 Vo + Vs + Van 


8976 8400 7696 6864 5904 
;y yo a on a5 Van r Al + 


Nun ist 
1 = 1,0000 0000 
4V 9936 : V9900 = 48576: 55 = 4,0072 6612 
2V 9744: Y%600 = V406: 10 = 2,0149 4417 
4Y9424:Y9100 = Y 3430336 : 455 = 4,0705 8600 
2Y8976: VS400 = V20944: 70 = 2,0674 3457 
4Y 8400: Y7500 = V448: 5 = 4,2332 0210 
27696: V6400 = V481: 10 = 2,1931 7122 
46864: Y5100 = V155584: 85 — 4,6404 8678 
V5904: V3600 — V41: 5= 1,2806 2485; 


folglich findet man für die Bogenlänge BP den Näherungs- 
werth 


(21.) s = 25,5077 1581: 3 — 8,5025 7194. 
Soll der Quadrant der Ellipse, nämlich 
10 
\ 10000 — 642° 
(22.) — fi ] 
77/7 100100— 2°) 


berechnet werden, so würde die Rechnung auf Schwierigkeiten 
stossen, weil 
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10000 — 642° 
I = Yon 2) 


für z= 10 unendlich gross wird. Um auch in diesem Falle die 
10 


angenäherte Berechnung von /; f'(x)dx auszuführen, mache man 
8 


y zur Integrations-Veränderlichen, indem man 


23) y=ViOO=, oder = V30y> 
setzt. Dies giebt (Fig. 109) 

Sydy 1296+64y? 
(24.) dx Kragen: ‚ ds Ye a’ 


(25.) PA fr (200 fa ne 10%: 
En ja 1692 


Wendet man auf die Berechnung dieses Integrals die Semp- 
son’sche Regel an, indem man 2» —=4, also h = 0,9 setzt, SO 
erhält man 


= 416 116 544 | 
(26) PA= 03 (+ aan +2 on + aan +) 


Nun ist 


0,3 = 0,3000 0000 
1,2.V 416: 391 = Y 234224,64 : 391 —= 1,2377 6880 


0,6.Y116: Y91= Y3800,16: 91 = 0,6774 2239 
1,2. V544:V 319 = Y 249891,84 : 319 = 1,5670 5902 
0,3. Val: Vi = V3,6%: 4= 0,4802 3432; 
folglich erhält man für PA den Näherungswerth 
(27.) PA = 4,2624 8453, 


so dass man mit Rücksicht auf Gleichung (17.) für den ganzen 
Ellipsenguadranten 
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(28.) BPA = g = 12,7650 5647 


‚erhält. Durch wirkliche Berechnung des elliptischen Integrals 
hatte man auf Seite 309 in $ 52 für denselben Ellipsengquadranten 
(29.) g = 12,763 4994 
gefunden, so dass das durch Anwendung der Sempson’schen 
Regel berechnete Resultat um 0,0015 571 d. h. um 0,0001 2200 
der Bogenlänge zu gross ist. 

Wenn man für die Zahl » noch grössere Werthe wählt, so 
werden die Resultate natürlich genauer. 


S 61. 
Gawuss’sche Quadratur. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 164 und 165.) 
Nach der Simpson’schen Regel (Formel Nr. 162 der Tabelle) 


ist näherun a 


F= frege=' = ya) + Affe + h) + fa + 2) 


ae a + ud Rn N) 
en 
RZ 0 < 21) y af ” a) 4 6) 


h 
—_ 5 (yo+4yı+ 2ya+ 4ys+2ya+ +2 yon 24 4yan-ı +Yy). 


Auch bei dem in Formel Nr. 163 angegebenen Näherungs- 
werthe hatte F' die Form 


(2.) oz h(coyo +.1Y1 2 Gy = Can Yan); 

wobei co, Cı, €, ... Cm passend gewählte Zahlcoefficienten und 
Yo, Yı, Y2, -- Yan Ordinaten der Curve 

(8.) | y=S'«) 


sind, welche gleichen Abstand von einander haben. Eine noch 
stärkere Annäherung dev gleicher, oder sogar noch kleinerer Anzahl 
von Ordinaten erhält man, wenn man den ÖOrdinaten nicht die 
Beschränkung auferlegt, dass sie gleichen Abstand von einander 
haben, sondern wenn man dieselben passend auswählt. 
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Handelt es sich z. B. um den Doppelstreifen 
c+h 
4) Wade =fte + mM —fC—h) 
c—h 
h Nam h? 
= 2 |) + + NO +) 
so mögen in dem Ausdruck 
(5) F=hlef'(e— eh) + 02 f’(c + Bh)] 
die 4 Grössen cı, ca, @, ß so bestimmt werden, dass in der 
Entwickelung von Fı nach steigenden Potenzen von Ah, also in 
h? 
(6) A= (a + hf) + — aa + 08) "(0 


8 hi 
+ (0? + 0) fl) + — ae? + 2R?) Fo) 


15 
+ (cı@® + ©. ß*) 117%) un 


möglichst viele Glieder mit der in Gleichung (4.) gegebenen 
Entwickelung übereinstimmen. Zunächst folgt aus den Glei- 
chungen 


(7.) ee cP = 0, oder GH Ph 
und 
(8.) — 10? + of? — 0, oder au? = & BD 
dass 
(9.) Ba rsöder. = ee. 
Wäre #= — «, so würden die beiden Ordinaten f'(e—«h) 


und f‘(e+ßh) zusammenfallen; damit man zwei verschiedene 
Ordinaten erhält, ‚muss man also in Gleichung (9.) das obere 
Vorzeichen wählen. Daraus folgt dann 


(10.) Ca 
so dass die Gleichungen (5.) und (6.) übergehen in 
(11.) FR = ch f‘(e > ah) + f(e -+ «h)| 


h? I 
— 2| ahf‘o) at af“ (e) En 1 115%0) ar | 
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Jetzt sind nur noch die beiden Grössen c; und & zu be- 
stimmen, dass 


1. 
(12.) Cl, rscıaa Tenor Y5 


wird. Dies giebt 
KERN 1 (e— +7 - ve 


= 2 IH] 


Es ist daher 
c+h 
(14.) rare — I oe) are 
Ru 135 
Indem man in Gleichung (13.) für e die Werthe c=a+h, 
a+ 3h,...65— h einsetzt und die daraus sich ergebenden Aus- 


b 
drücke addirt, findet man für /f‘(z)dx den Näherungswerth 
& 3 3+V3, 
3 3, 
afan om sy E 


15 37 
EN Auen ie ee Rz 
E= . 
3 3 ed 
+70 eye DEN. = rn). 

In dieser Formel ur man 2» un und erhält 
eine etwas stärkere Annäherung als bei der Stmpson’schen 
Regel unter Benutzung von 2» + 1 Ordinaten. Da nämlich 2r% 
gleich 5—.a ist, so wird der Fehler bei dieser Formel nach 
Gleichung (14.) gleich einem Mittelwerth von f®(z), multiplieirt 
(d — a)h* 

270 
son'schen Regel etwa wie 2 zu 3. 


mit ; er verhält sich also zum Fehler bei der Sımp- 
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Durch die Einführung der Irrationalität Y3 wird die 
Rechnung im Allgemeinen nicht erschwert. Wenn z. B. f‘(«) 
eine rationale Function von x ist, so wird die Summe 


Herr) 


rational. Die Rechnung wird dann sogar noch einfacher als 
bei Anwendung der Simpson’schen Regel, wie das folgende Bei- 
spiel zeigen möge. 
Aufgabe. Es soll wieder 
Z2 
1 
1 

berechnet werden unter Anwendung von 10 Ordinaten. 


Auflösung. In diesem Falle ist = 0,1 und 
F=01|y (mi —yY3 tr a (e = 

4f' Ca, Cr ur, Cs) 
re Ve an, BR 
uf wo) 

oder da f‘(z) = 2 ist, 

rt ent 
+ a: meer "5 v3) 
er Y En) 


33 39 45 ol 97. 


gm angurger . 
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Nun ist 

33:181 = 0,182 320 442 0 
39 : 255 = 0,154 150 197 6 
45 :8337 = 0,133 531 157 3 
5l : 433 = 0,117 782 909 9 
57 :541 = 0,105 360 443 6, 

also 

(17.) F= 0,6931451504 


= 12 — 0,000 002 030 2. 


Der Fehler ist also kleiner als bei Anwendung der Semp- 
son’schen Regel mit 11 Ordinaten. 


Auch dieses Verfahren lässt sich verallgemeinern, indem 
man 


(18) = half’e— eh) + fe + eh] + helfe — Ph) 
„ Fe+ m 
— 2[(cı + co)hf‘(e) + (cı@® + cap? 5 N 


hi ; 
+ (ca! + cf) Hr Fe) + (cıa®® + PP) I) 


Ha +) +] 


setzt und die 4 Grössen cı, ca, @, P so bestimmt, dass mög- 
lichst viele Glieder dieser Entwickelung mit den entsprechenden 
Gliedern in der Entwickelung von 


c-+-?2h 
(19) (f’olde — fle + 2h) — f(e — 2h) 
c—2h BE i 
= a rd + FO + EHE Jg) 
51249 6 
ar & 


übereinstimmen. Dies giebt die Gleichungen 


(20.) ey 
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(21.) EN? =. 

2 
(22 ) C9u* + Gans =, 
(23.) Cıu® En = = > 


Eliminirt man aus den Gleichungen (20.) und (21.), (21.) 
und (22.), (22.) und (23.) die Grösse c,, so erhält man 


ra 2 Zi ,) 
(25.) eoP?(a? >)= 28 (@ — ,) 
(26) aßta: — 9) = 32(— )= 88° (55) 


also 
en =) 
Dies ER 
en) 
SEITEN 
oder 
(28.) 35@* — 120@ + 48 = 0, 
(29) 2» 60#V 1920 212 #1,6/30° 
u: 35 7 


Da die Gleichungen (20.) bis (23.) sich nicht ändern, wenn 
man cı mit & und « mit £ vertauscht, so genügt # derselben 
Gleichung (28.) wie «; es sei deshalb 


(30.) = 7(3— 0,4V30), R= @ + 0,4V30). 
Dann folgt aus Gleichung (24.) 


2(302 —4) 8(9— 1,2Y30 — 7) ge 
al.]E os ET en I —E — 1 30 
1) a ya) 2 2 a5ay30 18 V°0, 
2(38? — 4) OD 
393 m hl: 
(32.) &1 3(ß? u?) DEE 18 V30. 
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Es ist daher 


58 = (1+ yo) (e— EN. 
V3—0,1y30 
+ 


+(1 I ys)ılr(e— ara, 1) 
a] 


+5 '(e+ 


. I? . [} [2 
Der Coefficient von en in der Entwickelung von 3 wird 
dabei 


ee € IE 7 V30)(3 2, 4V50) 


+ (\ —V30)(3 iu 0,750) 


11H 
ee 
Deshalb wird 
c+2h 1 ] 
512°  512.5,16A° 
(2) Ma)de— B = ( ar rare en pa): 


c—2h 
210,847 
188 DIES ic Afer 


Bezeichnet man 
Fa + (4m —2— «)h] mit yn,ı; 
fa + (4m —2 + e)h] mit ym,., 
Fa + (4m — 2 — P)h] mit ym.;, 
Ja + (4m —2 + P)h] mit Yyn,a, 


h 
so erhält man für das gesuchte Integral I; f'(«)dz den Nähe- 


rungswerth 
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(35.) F= hallyıı + Yı,2) + (yaı + Y,2) ++ (yn.ı + Yn,2)] 
+ hesl(yı,s + Yıa) + (ya3 + Ya) +" +(Yn,s + Yn,a)]. 
Da hierbei 4» = b — a ist, so wird, wenn man mit © eine 
Grösse zwischen 0 und 1 bezeichnet, der Fehler 


b 
(30) Wr ee Sol + 00 —a)]; 


er wird also mit % zugleich unendlich klein von der achten 
Ordnung. 


Die folgende Aufgabe möge zeigen, wie bei den Anwen- 
dungen häufiz die in «, f, cı, c&» enthaltenen Irrationalitäten 
vermieden werden können, weil in dem Endresultat nur die 
symmetrischen Functionen von «? und £? auftreten. Nach Glei- 
chung (28.) wird aber 


120 48 
B 2 2 van? — 
(37.) EA — N u2ß RER 
Aufgabe. Man soll wieder 12 = = unter Benutzung von 


1 
12 Ordihaten berechnen. 


Auflösung. Hier ist 
AR RR! 
ÜNEEER Hes man: 


also, wenn man der Kürze wegen 12c mit % bezeichnet, 


RN 3 12 2? 24% 
ME I ee 
| 12 12 24% 


EC 5 Spree 


Deshalb wird mit Rücksicht auf die Gleichungen (31.) 
und (32.) 


IS) 
© 


Kiepert, Integral - Rechnung. 
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(38.) al f'(e— ah) + f'(c + ah)]) + | f'(e — Ph) + f(c+ Bh)] 
48% 36? —4 302 —4 
— 308 — BP?) (= 2 — a? Re) 
16%[— 3(@t — 4) + (342 + 4) (@® — £2)] 
a (a? — BP) A — (a? + PP) + 2) 
HR 164] — 3(@® + #?) + 34° + 4] Bu 164 (1054? — 220) 
A — (a2 + BY)? + a2 3544 — 1204? + 48 
Wenn man in diesem Ausdruck für 4= 12c die drei 
Werthe 
121+24)=14, 12(1+64)=18, 12(1 + 10%) = 22 
einsetzt, so erhält man bezw. 


39 630 
clyı,ı + yı,2) + CalYyı,3 + Yı,a) = ET 
| 25 350 
(39.) cılya,ı + Ya,2) + Calya,a + YA) OT, 
139 150 


c(ys.ı + y3,2) + ealya,3 + Y5,4) = 68 601 


Indem man diese Werthe in Gleichung (35.) einsetzt, findet 
man \ 
1 /35 630 25 350 139 150 
sw = olioa2ı * Saer t 65001) 
Nun ist j 
35 630 : 10 321 = 3,452 184 865 808 
25 350 : 9467 = 2,677 722 615 401 
139 150 : 63 601 = 2,187 858 681 467, 
folglich wird 
(41.) F = 8,317 766 162 676 : 12 
= 0,693 147 180 2253 
— 12 — 0,000 000 000 337. 
Man erhält also durch dieses Verfahren eine ausserordent- 
lich starke Annäherung. 


Noch stärker wird die Annäherung, wenn man in den 
Gleichungen 
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c+3h 
(42.) ro — f(ce + 3h) — f(e — 3h) 
c—3h 
und | 
(43.) F3 = half (ce — ah) + f'(c + ah)] + her| f'(ce — Ph) 

+ fe + Ph)) + helfe — rk) + fe + YA) 
die rechten Seiten nach steigenden Potenzen von A entwickelt 
und die 6 Grössen cı, ca, €3, &, 8, y So bestimmt, dass in beiden 
Entwickelungen die Coefficienten von A, A?, AP, A’, AP, A! mit 
einander übereinstimmen. Der Fehler wird dann mit 4 zugleich 
unendlich klein von der 13te" Ordnung. 

In dieser Weise kann man das Verfahren noch beliebig 
weiter fortsetzen. 


XI. Abschnitt. 


Kubatur der Körper und Complanation 
der krummen Oberflächen. Mehrfache Integrale. 
8:62: 

Kubatur der Körper durch Anwendung einfacher Integrale. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 166.) 

Es war bereits in Abschnitt III gezeigt worden, wie man 
das Volumen eines Rotationskörpers berechnen kann. Es wurde 
damals der Körper durch Schnitte, senkrecht zur Rotations-Axe 
in unendlich viele, unendlich dünne Schichten zerlegt, die man 
unter Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen höherer Ordnung 
als Kreiscylinder betrachten darf. Ist z. B. die den Körper be- 
srenzende Fläche durch Rotation der Curve 
(1.) y=f() 
um die X-Axe entstanden, so ist die Grundfläche eines solchen 
Oylinders ein Kreis mit dem Halbmesser „y und dem Flächen- 
inhalte y?r.. Da der Cylinder die Höhe dx hat, so wird das 
Volumen einer solchen unendlich dünnen Schicht 
[2 dr = Yard, 
also das Volumen des ganzen Rotationskörpers 


%; 
(3.) | ‚= nfy°da, 


wie bereits in Formel Nr. 96 der Tabelle angegeben ist. 


Ein ähnliches Verfahren kann man auch für die Berechnung 
des Volumens bei anderen Körpern anwenden. Man theilt die- 
selben in unendlich viele, unendlich dünne Schichten durch 
Schnitte, welche zur X-Axe senkrecht stehen, und summirt die 
Volumina dieser einzelnen Schichten. 
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Zur Berechnung des Volumens der einzelnen Schichten muss 

zunächst der Flächeninhalt der einzelnen Schnitte als stetige 
Function von x bekannt sein, wobei z= OR der Abstand 
des betreffenden Schnittes von der YZ-Ebene ist (Fig 110.) Es 
sei also F(z) der Flächeninhalt eines solchen Sehnittes, welcher in 
F(x-+ 4x) übergeht, wenn Fig. 110. 
x um Jz = QQ, wächst, 
d. h. wenn der Schnitt 
durch den Punkt Qı der 
X-Axe gelegt wird. 

Legt man durch die 
Umgrenzungen der beiden 
Schnitte Fliz)undF(x+4z) 
Parallele zur X-Axe, so 
werden die beiden Um- 

grenzungscurven der 

Schnitte in die YZ-Ebene 
projicirt. In Figur 111 sei z. B. 
die Curve ABOJEFGK die 
Projection von F(z), und die 
Curve ALCDEMGH die Pro- 
jection von F(z + 4x). Die bei- 
den Figuren haben das Stück 
ALCJEMGK semeinschaftlich; 
dieses Stück muss man um 


(4.) u = AbBCLunda = EFGM 
vermehren, damit man /(z) er- 
hält, während man 


(4a.) fı = GHAK und Pa = ÜDEJ 
hinzufügen muss, damit man F(z + 4x) erhält. 

Denselben Schluss wird man auch allgemein ausführen 
können. Die Projectionen der beiden Schnitte werden ein 
Flächenstück 
(5.) F(2) — = F(x + de) — ß 
gemeinschaftlich haben, wenn man mit « und £% die Summe der 
kleinen Flächenstücke bezeichnet, welche das gemeinsame Stück 
bezw. zu F(z) und F(z + 4x) ergänzen. In Figur 111 ist z. B. 
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e=a+%© und P=Pı+ Pe. 

Dabei sind « und # kleine Grössen, welche mit x zugleich 
verschwindend klein werden, weil F(z) als eine stetige Functien 
von z vorausgesetzt worden ist. 

Bezeichnet man das Volumen der dünnen Schicht mit V, 
so wird AV im Allgemeinen grösser sein als ein Cylinder, 
welcher 2) — « zur Grundfläche und /z zur Höhe hat. 
Dagegen wird /V im Allgemeinen kleiner sein als ein Cylinder, 
welcher F(z) + # = F{xz + 4x) + « zur Grundfläche und 4x zur 
Höhe hat, d. h. es wird im Allgemeinen 


(6.) [F(&) — u] 42 Z AV =ZS[F(z) + $l4z 
sein. Dies giebt 

AV 
(7.) Fa) — a << Fe) +8, 

dx 
oder, wenn man /z verschwindend klein werden lässt, 
(8.) Fe) SU <A), 

dz 
also % 
U ER 
\ 5 gr 

(9.) rel cap a Male 


Wie bereits hervorgehoben wur de, gelten die Schlüsse zur 

im Allgemeinen. Die krumme Fläche, welche die betrachtete 
Schicht begrenzt, kann möglicher Weise zwischen den beiden 
Schnitten F(z) und F(z + 4x) solche Einbiegungen oder Aus- 
biegungen haben, dass der Cylinder mit der Grundiläche 
F(z)— « und der Höhe x nicht ganz innerhalb der Schicht 
AV liegt, oder dass der Cylinder mit der Grundfläche F(x) + £ 
und der Höhe 4x die Schicht /V nicht vollständig einschliesst. 
Mel In diesem Falle lege man durch 

Py eine Gerade g, welche zur X-Axe 

%/ parallel ist und die Schicht durch- 
bohrt, eine beliebige Ebene QPP\Q: 
(Fig. 112). Diese Ebene sei auf der 
einen Seite durch die Gerade 9 be- 
erenzt und schneide die Figuren 
_ F(&) und F(z + 4x) bezw. in den 
ER 09 ° Geraden QP und QıPı. Die be- 
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grenzende Fläche schneide sie in dem Curvenbogen PP,, welcher 
in den Punkten ?, und P, bezw. den kleinsten und den grössten 
Abstand von der Geraden g haben möge. Dreht sich nun die 
Ebene QPP,Q, um die Gerade g, so beschreiben die Punkte 
P, und P, auf der begrenzenden krummen Fläche zwei Curven, 
deren Projectionen in die YZ-Ebene jetzt mit F(z) — « und 
F(x) + £ bezeichnet werden mögen. Dann wird wieder 
[F(x) — el d2 SZ AV =Z[F(e) + Bde, 


AV 
also, weil für verschwindend kleine Werthe von /z die Punkte 


P, und P, mit P zusammenfallen, so dass « und # verschwin- 
dend klein werden, 


dV 
dies giebt wieder 


—-—=F(e), V=IF(e)de. 


In dieser strengeren Herleitung ist der zuerst behandelte, 
am häufigsten vorkommende Fall eingeschlossen. 

Die Berechnung des Volumens der Körper nennt man „Äu- 
batur der Körper“. | 

S 68. 
Uebungs-Beispiele, 

Aufgabe 1. Man soll das Volumen des Körpers berechnen, 
welcher von dem elliptischen Paraboloid mit der Gleichung 
(1.) y? sr at? — 2pz Fig. 113. 

. und von der Ebene mit der Gleichung 
2 = c eingeschlossen ist (Fig. 113). 

Auflösung. Jeder Schnitt senk- 
recht zur X-Axe schneidet aus der 
Fläche eine Ellipse mit der Gleichung 

y? u?z? 


>) uhr 
) PT ae 
und mit den Halbaxen 
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RN, ee 

= V2pe , De „V2px 
aus. Der Flächeninhalt dieser Ellipse ist bekanntlich 
(3.) Wo 2: Br 


folglich findet man für das Volumen des Körpers 


(4.) friends = Wfrie =" [2*]‘ _ PT | 


d 
Aufgabe 2. Man ar dns Bonner des dreiaxigen Ellipsoids 


5.) 7 en +; ne 
berechnen. 


Auflösung. Auch hier ist jeder Schnitt, senkrecht zur X-Axe, 
eine Ellipse mit der Gleichung 


y? 2? Br a—r? \ a?y? az? nd 
(6.) B2 4 KRuNrNTT oder ba — 2?) ' (a — 2?) = 
und mit den Halbaxen 
(7.) a= Ver, = -Va@—a}, 
folglich ist der Flächeninhalt dieser Ellipse 
(8.) FE) — ddr a — 2’), 
Das Volumen des Ellipsoids wird daher 
+a , —+a 
(9.1.97 = / Fl) da + — (a? — a’)d 
= 5 te Mibeuf2asar 2a 4abest 
— ja —= ——: 
d 3) ® a“ 5] 3 3 


Aufgabe 3. Man soll das Volumen des Körpers berechnen, 
welcher von der Fläche 4!en Grades 


(10.) a en kn, 
und den beiden Ebenen 
(112) z=0 md e=a 


eingeschlossen wird. Die durch Gleichung (10.) dargestellte 
Fläche heisst: „Conocuneus von Wallis“. 


an 
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Auflösung. Die Schnitte, senkrecht zur X-Axe, sind wieder 
Ellipsen mit der Gleichung 


PER 
(12.) aus +a=1 

und mit den Halbaxen 

018.) ad = ı bi == b, 


folglich wird der Flächeninhalt eines solchen Schnittes 


b’rrst 


(14.) ah RR 


Das Volumen des oben beschriebenen Körpers wird daher 


(15.) 7 = fra - in fra u wer "[2]- = Bor 


Gleichzeitig gewinnt man aus dieser Untersuchung Auskunft 
über die Gestalt der Fläche. 

Aus Gleichung (10.) ergiebt sich zunächst, dass die Coor- 
dinaten-Ebenen Symmetrie-Ebenen der Fläche sind, und aus 
Gleichung (12.) erkennt man, dass die Schnitte, senkrecht zur 
X-Axe, Ellipsen sind, welche alle dieselbe Halbaxe d, = 5 haben, 


DESBE 
während die andere Halbaxe «4, = — mit z proportional zu- 


nimmt. Die XY-Ebene (mit der Gleichung 2 = 0) schneidet 
die Fläche in zwei geraden Linien mit den Gleichungen 

(16.) a: 0%, 

und die ZX-Ebene (mit der Gleichung y= 0) schneidet die 
Fläche in der Doppel-Geraden 


a) Gl), 
welche mit der Z-Axe zusammenfällt, und in den beiden Geraden 
(18.) ad, 

S 64. 


Einführung mehrfacher Integrale. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 167.) 
In den soeben behandelten Aufgaben war F(z) der Flächen- 
inhalt einer ebenen Figur, der nach den Ausführungen in Ab- 
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schnitt II selbst wieder durch Integration ermittelt wird, und 
zwar war in allen drei Aufgaben 


(1.) | F(z) = abırn 
der Flächeninhalt einer Ellipse 

b un 
(2.) by a2 = 4r.d4,,. oder zer es Ver — 


Nach Formel Nr. 93 der Tabelle findet man daher F(z) 
aus der Gleichung 
+a; +a, 


25 BET 
(3.) F(«) = fe — 2)dy = — f dyy ar — y? 


dı 
—1, —dy 


251 B en . 8 
— Va yore = alın. 
a4 SV i 9 = 3 dı Et; 


“ — a 


Dabei war in den Aufgaben 1, 2 und 3 bezw. 


en een 
dı = V2pz, bi == „V 2px; 
y a ae 
(4.) dı = —Va? —e, bh= "ya — 1; 
[47 d 
bz 
dı = 2. ’ bi == b. 


Daraus erkennt man auch, dass in der Gleichung (3.) die 
Integrationsgrenzen — a, und + a, noch Functionen von x sind. 


In ähnlicher Weise wird auch die Aufgabe, das Volumen 
eines Körpers zu berechnen, ganz allgemein zu behandeln sein. 
Den Schnitt, welcher senkrecht auf der X-Axe steht, und dessen 
Flächeninhalt mit F(x) bezeichnet worden ist, erhält man, indem 
man in den Gleichungen der den Körper oben und unten be- 
grenzenden Flächen 


(5.) zu (7, Y)TAUEOR 2 Ne 
die Grösse x als Constante betrachtet. Setzt man 
(6.) 2 —z2' = 9, y) Fr h(z, 2) — Fe, y), 


so ist der Flächeninhalt dieses Schnittes 
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Yı Ya 
(7) Fa) =] ( — 2")dy =) f (a, Y)dy, 
Yı Yı 
wobei im Allgemeinen, je nach den Bedingungen der Aufgabe. 
(8.) yı= Ya), y= Wle) 


noch Funetionen von z sein werden. Da nun nach Formel 
Nr. 166 der Tabelle das Volumen des Körpers 


(9.) V”—=/F(x)de 
ist, so erhält man mit Rücksicht auf Gleichung (7.) 
% 2, la) 
(10.) V=/defe —2")dy=/de/f(e, y)dy. 
us Yı % ol) 


Besondere Aufmerksamkeit ist dabei auf die richtige Be- 
stimmung der Grenzen yı = g(z) und ya = w(z) zu verwenden. 
Den Ausdruck auf der rechten Seite von Gleichung (10.) nennt 
man „ein Doppelintegral“. 


Am besten wird man das angedeutete Verfahren durch die 
Behandlung einiger Aufgaben verstehen. 

Aufgabe 1. . Die Gleichung 
A . plz — 2) = 2y 
stellt ein gleichseitiges hyperbolisches Parabolovd dar; man soll 
das Volumen des Körpers berechnen, welcher oben von dieser 
Fläche, unten von der X Y-Ebene, vorn und rückwärts von den 
Ebenen y=c und y=d, links und rechts von den Ebenen 
z=a und z=b begrenzt wird. Dabei ist z, so gross gewählt, 
dass das durch die angegebenen Grenzen eingeschlossene Stück 
der Fläche oberhalb der X Y-Ebene liegt. 


Auflösung. In diesem Falle ist 
(12.) !=n+., =0; 
P 


die Grenzen der Integrations-Veränderlichen y sind constant, 
denn es ist 
(13.) Yı Fe C, Y3 —— d. 
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Man erhält daher 


a: Do 
(14.) V=JIdz|(z —z')dy = fe (pz, + zy)dy 


b 


1 2 
= far|pay+ %] 


a 


d 


b 
. 5) h) 
— oft [2p2 (d — ec) + (d? — ce] 
ihr der | oh a2] 
IR [Apzız +(d-+e) Al 


also 
15) V/= 1, [4p2 +(a+b)(c+d)]. 


Aufgabe 2. Die Gleichung 
(16.) 2p(z — 20) = y? — m?r? 
stellt ein Ayperbolisches Paraboloid dar; man soll das Volumen 
des Körpers berechnen, welcher oben durch diese Fläche, unten 
durch die X Y-Ebene und seitlich durch den Oyänder 
(17.) er+y=a, 
begrenzt wird. Dabei sei 2, wieder so gross gewählt, dass das 


von dem Cylinder eingeschlossene Stück des Paraboloids ober- 
halb der X Y-Ebene liegt. 


Auflösung. Auch hier ist 2“ = 0, also 


2) Ya %, Yy 
(18.) V= far 2dy = faeferz + y? — m’2?)dy 
% Yı Ra Yı 


1 


1 2 y e |: 
—= — Idx|2pz — — m’xy|. 
Ti e| a HE 3. : Yı 


In diesem Falle sind aber yı und y. Functionen von z, 
denn der Schnitt, welchen man durch den Punkt @ der X-Axe 
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zur X-Axe senkrecht legt, a 
schneidet den begrenzenden 
Oylinderin zwei@eraden, welche 
auf der XY-Ebene in den 
. Punkten ?, und 7 senkrecht 
stehen (Fig. 114). Deshalb 
wird 


2 


%y 


kZUSN ER 2 — I fen: Ve—a: [2pz, — m2x? + 4 (a? — 2?)] 


2 


bp +a BE Sm’+1 R 5 
me“ fü dz ya’ 59 Eife de Va? — 


x x 


Nun ist nach Formel Nr. 79, 77 und 80 der Tabelle 
a? x? 
21) fa day a — x — Var - Sr or 
Ve 
—— ya + atarcsin 6) 
(22.) [daVa? — 2? = = Ve — - 22 + + S aresin (® ): 
Dabei muss der Punkt Q@ den ganzen Kreisdurchmesser 


BA durchlaufen, d. h. x, ist gleich —a und © gleich + «a. 
Dies giebt 


—+a 
—— at : a*r. 
1213.) Ja: Ve—.ı = z aresın l= at 
a’ 
—+a 
2 
EFE TEN GTES R aIT 
223.) dz Va —x? — a?aresinl1 = - 


De 


23. v 
(23, ne 
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_ (6pzo + a)am (3m? + 1)atrı 


24» 


— Er [8220 + (1—- m?)a?]. 


] 


Aufgabe 3. Die Gleichung 


2P2E = 3 — mL 


(24.) 


stellt wieder ein Ayperbolisches Paraboloid dar, welches die 
X Y-Ebene in den beiden Geraden AC und BD mit den Glei- 


chungen 
(25.) 


y=7+mx: wd y=—mz 


schneidet (Fig. 115); man soll das Volumen des Körpers berech- 
Kirn. 


nen, der oben von der Fläche, 
unten von der X Y-Ebene und 
seitlich von dem Cylinder 


(26.) 


begrenzt wird. 


7 ed 


Auflösung. Wenn die Con- 
stante p positiv ist, so liegt nur 
derjenige Theil der Fläche über 
der XY-Ebene, für welchen 
y>m?z? ist; das Körperstück, 
welches berechnet werden soll, 


liegt also ausschliesslich über dem schraffirten Theile der Figur. 
Da die XZ-Ebene und die YZ-Ebene Symmetrie- Ebenen sind, 
so genügt es, das Volumen des Körpers zu berechnen, welcher 
über dem Kreisseetor COE liegt, wenn man das gefundene Re- 


sultat noch mit 4 multiplicirt. 


Es wird also 


%y Y, %y Y, 
(279 N far zay — far (y? — m?r?)dy, 
& Yı 2% Yyı 
wobei 
(28.) y=QP =mze, yp= QPR=YVe—ı:, 
(29.) Til), %n =0F=— =awse 


V1l+m? 


Ich 
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ist, wenn man den Winkel XOC mit «& bezeichnet. Es ist 
nämlich 22 die Abscisse des Punktes C, für den die beiden 
Gleichungen ER 

y=VY®—ı wd y=mk 
gemeinschaftlich gelten, für den also 

Be gi m oder, il F ml 0: 
wird. Deshalb findet man aus Gleichung (27.) 
Ver 


5 R 3 
BOB f@|X — 2 


2 
7, 


= ns ‚farve—r (a? — x? — 3m?x?) + 2m°a?] 


” 


Xg %, 

2 For 2 FURL 

= „[e [aVe=r —(1+ ans) |; 2 de Va? —a? 
a 2 


%. 


4- ame ford ; 


7 


Nun ist nach Gleichung (22.) und (29.) 


(31.) fJeve=r = E —V a —a? + Saresin (” ie 


1 
> 


—— 5 [sin«cos& + arcsin(cos«)]| 


ee el; 


nach Pan (21.) ist ferner 
on En f zT ACOS« 
(32. A day — = 22 Ve—er+ atarc sin(”) 
; 0 


4 
— e [Sin «cos «(2cos’« — 1) + arcsin(cos«)| 


| LE 
el arm: «|; 


und endlich ist 
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“2 4 4 
E)) acoSsa 44 7 
; de = | — = —— —— 
(33.) fr x - 7, = z ste = AU Hm’ 
01 
folglich wird nach Gleichung (30.) 


_ 2a : «1 + 3m? (mil—m2) Tre 
ah ee 8 \urmyt3 «) 


m? 
ar 21-4 = 


oder 
4 
(34.) „= 5 [2m + (1— m2) (nr — 20)]. 
Aufgabe 4. Aus einer Kugel mit der Gleichung 
(89.} ”+yP +? —a—=0 


bohren die beiden Kreiscylinder mit den Gleichungen 
(36.) 2?+yP—a=0 wmd + yY+tar=0 
Oeffnungen heraus; wie gross ist das Volumen des übrig ge- 
bliebenen Theiles der Kugel? 

Fig. 116. Auflösung. Die XY- 
Ebene schneidet die 
Kugel in einem Kreise 
mit dem Halbmesser « 
und die beiden Kreis- 
cylinder in Kreisen mit 


den Halbmessern > 


X (Fig. 116). Legt man 
durch den Punkt @ der 
X-Axe einen Schnitt 
senkrecht zur X-Axe, 
so schneidet derselbe aus 
der Kugel einen Kreis 
mit dem Halbmesser 


IRRE QS—=YVur—a?, (37.) QS— Va? — 2? 
a und aus dem einen Cylin- 
der die beiden Geraden PP“ und N’N“, deren Abstand 
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QR= Var — 2? 
vom Mittelpunkt Q des Kreises sich aus der Gleichung 
(33) + f—a=(, Fig. 117. 


oder 

(3833.) y=Var— 

ergiebt (Fig. 117). Da der Kreis 
um @ auf der Kugelfläche liest, 
so genügen die Coordinaten der 
Punkte P‘ und ?‘ der Gleichung 
(35.), die man auf die Form 


u ET RR 
(39.) j N er +Ya : 9,3 


| 2" — — Va — 2? —y? 

bringen kann. Man erhält daher für den Flächeninhalt des 
Schnittes 7x), welcher aus den beiden Kreissegmenten P/SP“ 
und N’UN“ besteht, 


Ya 


Ya 
(40) Fo)=2/l@ — ')dy= 4/ayVa—ar—y, 


Yı Yı 


wobei 
one Vor, os ya 
ist. Nun wird nach Formel Nr. 80 der Tabelle 


Be aa EIS LEDUN. 2 
(42.) en = - Ve—y? + = arcsin (2) 


folglich ist, wenn man e = « — 2? setzt, 
Y; 


V - | 
b) : a 
a? — 22 /Iyı 


a Se 20 2 
143.) Rey ve: A = : 


arcsin ( 


oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (41.) 


. 1/ax — 2? 
F(x) = 2(a? — 2?) (arc sınl — arc sn]/® Be 2) 


L 


— 2 VYar— 2? Va— ar, 
also 


| ZN San falle BR hEr. ; V 
(44.) Fix) = 2(® — x )(5— aresin V-)- 20a ar. 


Kiepert, Integral-Rechnung. 94 
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Setzt man in Formel Nr. 67 der Tabelle, nämlich in 


Jude = wo —Jedu, 


(45.) u= wos), 2 Ei dv = (a? — a’)de, 


also 


(46.) du= — —_—, v=au——ı: 


so wird 


I ? 
17) fa % 5 wesin]/ I— 7 -) dx 
ö 
| 7C Vz Yen — 2?) 
— |[ — — arcsin ler: nn + — dr 
2 Fin (a+2)Vax 
3 au 
(5 3 aesin]/, )e+ frz 2?) Vaz ,, 
aATT 


Setzt man noch 
(48.) z=at, also de=2atdt, Vax= at, 
so wird 


(3a? — a2) Var 5 A 14) at D+82 
a ara) 20 tdi = 2a re en 


> ( Fe BRA 2 - 
— 2a Mi “2 +2 a) 


v 
220 7 
PRRRTG wi u ey Er ee 
= 20 —; +7 Al yy 2arctgt] = er 
also, da aresin ie gleich rn ist, 
TT LT 
50. ?’— 2?) ——arcsin |) —— )d 
(50.) f(a (7 arcsin|l 2) 
0 
a = 
a ET r- 2 


$ 64. Einführung mehrfacher Integrale. 371 


Ausserdem ist mit Rücksicht auf die Gleichungen (48.) 
a 1 1 


(51.) !(a— z)YVax .dz = fer. di 2a — 1) dt 
0 Ö 0 


BB #7 1 1 4a? 
ey 7 al ale — Ri ee — _., 
En E Ah 2 € >) 15 
Deshalb wird 
2 Pe Eialde 
0 


a 


= Pen sr Aha 1/2 dis = ax 
IM fa ® ( 5 _ aresin V- er =) de — 4 fa z)V ax dx 
0 0 


> 128a? 160° “ 16a? 


45 LDaamard 


Man hätte auch das Volumen Y, der beiden Cylinder 
berechnen können, soweit sie in der Kugel liegen. Zieht man 
dann das gefundene Resultat von dem Volumen der ganzen 


3 
Kugel, nämlich von a ab, so ist die Aufgabe gelöst. Nach 


Figur 116 und 117 wird bei dieser Behandlung 


Yyı 
(53.) Fı(@) = 4/dyV@ — 2 — y}, 
wobei wieder i 
(54.) Be OR Vor 2 
ist. Dies giebt nach Formel Nr. 80 der Tabelle 
Yı 


WE 
Ve —a? | 


a; . nn RES ! 5 
— 2(a — z)Yax + 2(a? — a?)arcsin V a 


(55) Filz) 2 E Ve——y+ (—2>)aresin( 


folglich findet man 


24* 
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«Ü 


(56.) Vi = ofmar=sflu.) Vax .dx 


| a 3 
+ af Hy aresi]/ 


Nach Gleichung (51.) ist 
Ä da? 
5) 


Ne 2) Var de = 1 


0 


Setzt man hier 


® 
um wesin]/ » du. = (a? — z’)de, 
a-+x 


also 
adz x x° 
DIE er) 


due ——— 
%a+x)V ax 3 
so ergiebt sich durch partielle Integration 


- Pr 2x3 } BR a 
58. 2 _-z)arcsi d. =/f 2 — , Jaresin | 
( 5) fl yaresin] I bi zer RL eiE 
0 


fer —2’Vaz 
a+ixt 


dr. 


(57.) 


6 


0 
ri 


Nun ist nach Gleichung (49.) 


(3a? — 2?) Vaz TEN 
f a+% H 19 ’ 


folglich wird 


£ RER N HR. 2 BE 32 =) 
(59.) fa? — x Jaresin | 5 Tee 
0 
Farm 1920? 
3 45 
also 
160? 4Aa’n 1280° Aa’ 160° 
) 


0. Vz — 
ne) au 3 45 3 
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Deshalb findet man wieder 


(61.) = 


Mit demselben Rechte, mit welchem man bisher die Schnitte 
senkrecht zur X-Axe legte, darf man natürlich auch zunächst 
Schnitte senkrecht zur Y-Axe oder senkrecht zur Z-Axe legen. 
Wenn man z.B. in der letzten Aufgabe den Körper, dessen 
Volumen berechnet werden soll, durch Schnitte, senkrecht zur 
Z-Axe, in Schichten zerlegt, so stellt Figur 118 einen solchen 
Schnitt dar, wobei 0S=z der Abstand dieses Schnittes von 
der X Y-Ebene ist. Die Kugel Fig. 118. 
wird in einem Kreise mit dem 
Halbmesser 


(62) SL=Va—2, 

und die beiden Cylinder werden 
in Kreisen mit dem Halbmesser | 
= geschnitten. Da die Axen 


SL und SM die Figur in 4 
symmetrische Theile zerlegen, 
so ist der Flächeninhalt dieses Schnittes 


(63.) F(2) = 4SP,M = 4 /(y' — y')dx, 
OEE 
wobei P‘ ein Punkt der Kugel und ?“ ein Punkt des Cylinders 
ist, so dass . 
(64.) y=-Va®—22—2, y"=YVar—a: 
wird, folglich erhält man 


(65.) (2) = VER — Var — a?)dr. 


Im Punkte P, werden y‘ und y‘‘ einander gleich; man findet 
daher den Werth von z;, indem man 


(66.) y=y', ode’ #2 —- 2 —- ?=or 2 
setzt; dies giebt 
(67.) = 
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Nun wird nach Formel Nr. 80 der Tabelle 


ji DE Br EN ER $ 
(68.) y ER. de=| Var +! 5 2 arcsin( 27. ) 
0 

0 


a?—z? 


oder, wenn man 


(69.) z=1aC089p, 

also 

- EI ET Me erh n2 
(70.) a = my, = 5 = asın’p 
setzt, 


% 


(7 1 Ve — 2? — oda = BZ sin?p — 2? 


0 
Denn? a sin? 
asın a ke p 
+ R arc sin ö 
2 asın 9/h 


WR: 
= SIN’H(SMYPCOSP + gY). 


Ferner ist, wenn man 
(72.) Baer 
also 
(73.) a— x = acos’t, Vax — 2? = asintcost, de = 2asintcostdt 
setzt, 


7 "| p p 
(74.) JS dx Var — 2? = 2a? Jsin?tcos?tdt = 2a? cost cost/) dt 
0 0 0 


uk |- = cos?zsint + = coszsinz + g | 
er 4 8 HER 
2 


zn [sing cosp(1 — 2c08’yp) + ]. 
Aus den Gleichungen (65.), (71.) und (74.) folgt daher 
(75.)K@2)) = 4/dey a? — 2 — 2? — a/dzy az — 12 
0 0 


— 2a’sin’yp(sinp C0Sp+ Y)— a?|sinp cosp(1—2cos’p)+Y] 
= a?[sinp cosp + p(2sin’p — 1)]. 


$. 65. Theorie der mehrfachen Integrale. 375 
Dies giebt 


[2 0 
OA AR 2/F(z)dz — 2a3 /(— sin?p cosp — 2ysin’p-+ysiny)dp 
0 ei 


2 
zt 


w| N 


= 20] Jsin?p COSpydp —. Jping —2 sin’g)dg | 
0 0 
Dabei ist 
(77.) Ssin’p cospdyp = “ [sin’p] er 
r 3 0188 


sodann findet man durch partielle Integration 


Jy(sinyp — 2sin’p)dp — Sp(2008°p — 1)singdy 


- 3 5 3 

= p(c0sp — „cos 9)— COSp — 2 C08 p)dy 
2 3 

a (cos Dt og) = IE = s sin’ )cos pdp 


—m (cos 4 En cos”) Er sing — 3 sin? 


also 
2 
(78.) reine — 2s5in’p)dg — ; 
0 
Deshalb wird nach den Gleichungen (76.) und (77.) wieder 
EN 16a? 
= a _i— . 
(79.) v= 2a G er = - 


S 65. 
Theorie der mehrfachen Integrale. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 168.) 
Wie aus dem vorhergehenden Paragraphen zu ersehen ist, 
wird man durch die Kubatur der Körper auf Doppelintegrale 
geführt, und zwar in folgender Weise. Es war 
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wa) 
(1.) F(z) eunin y)dy, 
wobei nn 
(2.) Fa, y) = —:" = gl, y) — he, y) 
und | 
(3.) IHNEN eu, 


die Gleichungen der beiden, den Körper oben und unten be- 
srenzenden Flächen sind. Bei dem im Gleichung (1.) äuf- 
gestellten Integrale ist y die Integrations- Veränderliche, während 
x als Constante betrachtet werden muss. Deshalb dürfen auch 
die Grenzen 

(4.) yı=Yl2), Yy = YlR) 

dieses Integrals noch Fiinctionen von x sein, wobei die Glei- 
chungen (4.) auf der XY-Ebene senkrecht stehende Cylinder 
darstellen, welche den Körper vorn und rückwärts begrenzen. 


Das Volumen des BADER wird dann 
b via) 


5.) Vf) dee = Jaz]f (a, y) 
a (x) 

Aus dem Vorstehenden folgt gleichzeitig, dass auch um- 
gekehrt ein solches Doppelintegral stets als das Volumen eines 
Körpers betrachtet werden kann, der oben von der Fläche 
(6.) e —=f(8, y); 
unten von der XY-Ebene, vorn und rückwärts durch die 

Fig. 119. Cylinder 
D 7 ul Sea 
links und rechts von den Ebenen 
(8.) BR N RN) 
/ begrenzt wird. Die Richtigkeit 
iE dieser Behauptung folgt aus Figur 
Fr, 119; dabei entspricht der Gleichung 
(6) die Fläche CDFE, den Glei- 
M chungen (7.) entsprechen die Cylin- 
der CGE\E und DD,FF, und 
X den Gleichungen (8.) entsprechen 
die Ebenen CC;D,D und EEH,FRF. 


Wa 


R /G6i 


0 V/ 
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Für einen constanten Werth von z, z.B. für = OR erhält 
man eine Ebene, senkrecht zur X-Axe, welche aus dem Körper 
die ebene Figur 

(a) 
(9.) GG EHLH = Fe) = /f(z, y)dy 
ausschneidet. dr 


Aus dieser geometrischen Deutung des Doppelintegrals folgt 
auch, dass es als eine Summe von zweifach unendlich vielen, 
unendlich kleinen Grössen aufgefasst werden kann. Der be- 
trachtete Körper wird nämlich durch Fig. 1%. 
die Schnitte, senkrecht zur X-Axe, 
in unendlich viele, unendlich dünne a 
Schichten zerlegt, und jede solche | 
Schicht wird wieder durch Schnitte, | 
senkrecht zur Y-Axe, in unendlich 
viele, unendlich dünne Säulchen 
(Fig. 120) zerlegt, deren Höhe 
(10) QaP=z=fle, y), 
und deren Grundfläche ein unendlich 
kleines Rechteck QQıQ3Q, mit 
den Seiten dr, dy und dem Flächen- 
inhalte dxdy ist. 


X 


Da bei der Integration in Bezug auf y die Grössen x und 
dx constant bleiben, so kann man natürlich die Gleichung (5.) 


auch in der Form 
b la) 


(11.) V=/ Sf, ydıdy 


\ ; a pr) 
schreiben, wobei 


(12.) F(z, y)dedy = zdrdy 
das Volumen eines solchen unendlich dünnen Säulchens QQı Q3Q» 
PP,P;P: ist. 

Auch die Ordnung der Integration darf man ändern, denn 
man kann die unendlich dünnen Säulchen, welche zu demselben 
Werthe von y gehören, durch Summation zu einer unendlich 
dünnen Schicht vereinigen, welche zur XZ-Ebene parallel ist, 
und dann durch Summation aller dieser Schichten den ganzen 
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Körper erhalten. Zu beachten ist aber, dass hierbei im All- 
gemeinen auch eine Aenderung der Integrationsgrenzen statt- 
findet. 
ie. 121. Nur in dem Falle, wo 
D die Integrationsgrenzen (=) 
und v(z) von x unabhängig 
sind, werden die Cylinder 


(13.) y= ol) und y = Wie) 
in Ebenen 
Fr (l4)y=e wd y=d 


übergehen (Fig. 121). Dann 
folgt aus der geometrischen 
Deutung des Doppelintegrals 


d RR, X ohne Weiteres 
b d d b 
(15.) Sa /Fz, »dy = Jay JS, war, 


denn in diesem Falle ist der Körper begrenzt von der krummen 
Fläche z2= f(x, y), von der XY-Ebene und den 4 Ebenen 
CGCDD,, E\EFF, CıCEE,, D,DFF, mit den Gleichungen 
(16.) AIR RE ER 3 ymd. 

Dies giebt den Satz: 


Sind die Grenzen eines Doppelintegrals in Bezug auf x und 
y constante Grössen, so wird der Werth des Doppelintegrals nicht 
geändert, wenn man die Ordnung der Integration in Bezug auf 
die beiden Veründerlichen x und y umkehrt und die Integra- 
tionsgrenzen unverändert lässt. 


Jetzt ergiebt sich von selbst, was man unter einem drer- 
fachen Integrale Ä 
| b we) 9m Y) 

Sazfay JF«, y, 2)dz 
a pl) hie, y) 
zu verstehen hat. In ähnlicher Weise kann man auch ein 
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n-faches Integral erklären und als eine Summe von »-fach un- 
endlich vielen, unendlich kleinen Grössen deuten. 

Es ist möglich, das Volumen eines Körpers auch als ein 
dreifaches Integral darzustellen, denn es ist 


2‘ 9%, Y) 
2 — 2" —=/de — / de, 
zu h(x, y) 
also 
b va) sau) 5b wie) 9,9) 


(17.) V=fdıSAyfaz=/ JS J dedydz. 


«a ge) Kny) a pa) Ay) 

Hierbei ist dedydz ein unendlich kleines rechtwinkliges 
Parallelepipedon (Fig. 122), welches das Vo- Bien 19 
lumenelement genannt wird. Die angegebenen 
Integrationsgrenzen deuten darauf hin, dass 1% DR 
man zuerst in Bezug auf z, dann in Bezug 
auf y und zuletzt in Bezug auf x integriren 
sol. Man darf aber auch die Reihenfolge - 
der Integration ändern, nur muss man 
dabei beachten, dass sich dann im Allgemeinen auch die Inte- 
grationsgrenzen ändern. Wenn man z. B. zuerst in Bezug auf 
x integrirt, so sind die Grenzen zı und x» im Allgemeinen noch 
Functionen von y und z, welche durch die Gleichungen der 
begrenzenden Flächen bestimmt sind. 


dz 


1a 


S 66. 
Einführung von neuen Integrations-Veränderlichen. 
(Vergl. die Formel -Tabelle Nr. 169—171.) 

Wie man bei den einfachen Integralen durch Substitution 
eine neue Integrations-Veränderliche zur leichteren Ermittelung 
des gesuchten Integrals einführte, so kann man auch bei den 
n-fachen Integralen durch Substitution » neue Veränderliche 
einführen und dadurch möglicher Weise die Berechnung des 
mehrfachen Integrals wesentlich erleichtern. Bei einem Doppel- 
integrale 


bla) 
(1.) V=/ Sf, y)dady 
a Yl(e) 


setze man zZ. B. 
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(2.) z=fıluv), y=fılu, v) 

und mache « und v zu Integrations-Veränderlichen. Während 

aber bei der Darstellung von V durch Gleichung (1.) constante 

Werthe von z Schnitte, senkrecht zur X-Axe, lieferten, erhält 

man für «— ce aus den Gleichungen (2.) die Gleichungen 

(3.) z = file, v), Y = fs(e, v), 

welche für jeden Werth von ce einer Curve in der X Y-Ebene 

oder einer Cylinderfäche im Raume entsprechen. Ebenso erhält 

man für constante Werthe von v aus den Gleichungen (2.) 

wieder Cylinderflächen, welche auf der XY-Ebene senkrecht 

stehen. Setzt man z. B. 

(4.) DIT,  Y—RSDEO, 

indem man die beiden neuen Integrations-Veränderlichen mit r 

und @ bezeichnet, so erhält man für constante Werthe von r 
re concentrische Kreise (Fig. 123), 

bezw. coaxiale Kreiscylinder, und 

für constante Werthe von y gerade 

Linien durch den Nullpunkt, bezw. 

Ebenen durch die Z-Axe. 


So lange z und y die dnte- 
orations-Veränderlichen waren, 
musste man sich den Körper in 
zweifach unendlich viele, unend- 
lich dünne Säulchen zerlegt denken, 
deren Höhe 2 = f(x, y), und deren 
Grundfläche ein Rechteck mit den 
; Seiten de, dy und dem Flächen- 
inhalte drdy ist. Jetzt wird der Körper auch in zweifach un- 
endlich viele, unendlich dünne Säulchen mit der Höhe 


(5.) 2 —f(z, y) = f[fıW, v), Falu, v)] 
zerlegt, aber die Grundflächen PP,P;P, (Fig. 124) sind nicht 
Fig. 14. mehr Rechtecke mit dem Flächeninhalte dxdy, 
sondern kleine Vierecke mit denEcken ?, P,, Ps, Pı. 
ar 22 Die Coordinäten dieser Punkte entsprechen nach 
= 2 ® > den vorhergehenden Ausführungen bezw. den 


Werthen(w,v), (u+ du, v), (u+du, vo+dv), (u,o+dv), 
d. h. es wird 
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Öx Oy 
(6.) hen +5, du, IE "aus: m du, 
u OR Oy 
7) 2% = xt, do, YE— ytz, ®, 
% 0x 0x Borken 3 e@y 
(8.) en le +5, du u dv y= yta, du + 2 dv. 


Nun ist der Flächeninhalt des Vierecks PP,P;P,, da man 
die Seiten als gerade Linien betrachten kann, 
G = 42(yı — ya) + Zılys — Y) + Zalya — Yyı) + 2uly — Ya)] 
= Hs — 2) (y — yı) - (& — 21) ya —Y)l, 


oder 
(9.) De 
Yu Hr Yan A 
Dies giebt mit Rücksicht auf die Gleichungen (6.) bis (8.) 
Öx 0x Or 0x | 
dr at 90 ne, M 
1 OLE RU REED N 

Zt BER: du 


oder, wenn man die Elemente der zweiten Colonne von denen 
der ersten Colonne subtrahirt, 


BEN OR 1 108 7 a 
a 7 N er e du’ or 
(10.1, 2G = 2du N oh — Ddudv EEE k 
N I do — I du EN Eh 
Ou Ove ou ou Oo 
also 
ELOR ONE OROYN „es 


Vertauscht man in dieser Gleichung « mit v2, so ändert sich 
das Vorzeichen von G. Da nun bei dieser Darstellung die 
Veränderlichen « und v gleich berechtigt sind, so ist 

nz 02. 0Y2.0E0YN, 
(10b.) G=- ud due: 
und zwar ist das Vorzeichen im Allgemeinen so zu wählen, dass 
- @ positiv wird. 
Deshalb ist das Volumen eines solchen Säulchens 
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020y z 
(11.) I (2, 9Y)" (5 Erz 2, )dude, 
und das Volumen des ganzen ee 
ß Alu) 
OEOXSOROUD 
(12.) v= = fe y)° ( PERF 2) dude, 
@  g(w) 


wobei man für x und y noch die in Gleichung (2.) angegebenen 
Werthe einsetzen und die Integrationsgrenzen passend bestimmen 
muss. 


Den Ausdruck 


Or 0% 

(18) 0204 Oröy _ du’ Öv 
£ Ou 00  Ov Öu Oy  Oy 

| Öu’ er 


nennt man „die Functionaldeterminante“ 
Aus den Gleichungen (1.) und (12.) folgt ganz allgemein 
für die Doppelintegrale die ae 


b (a) h(u) . 
Ox O 02 OÖ 
(14.) E pres )dady = af 2 (ar or)dude 
@ gu) 


Für den Fall, dass man durch die Gleichungen 
(15.) zZ=rC08p, yarsinp 
ebene Polarcoordinaten einführt, wird z. B. 


Ö: 
(16.) ne COS p, = — rSINY, 
ODYS Oy KON 
(174) 5, up, er 
die Functionaldeterminante ist daher 
02,04% ..02:0% r eh 
(18.) ER ET 1CS’yp + rsmy =r, 


folglich geht, da r immer positiv ist, Gleichung (14.) über in 
b_ va) B hp) 


(19) S IS& y)dedy=S Sf(reosg, rsing).rdgydr. 


ap) @ sp) 
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Hierbei ist vorausgesetzt, dass man zuerst in Bezug auf r 
und dann in Bezug auf @ integrirt; man kann aber auch zu- 
erst in Bezug auf p und dann in Bezug auf r integriren, nur 
muss man dann die Grenzen anders bestimmen. 

Das in Gleichung (19.) enthaltene Resultat findet man noch 
leichter, wenn man beachtet, dass die Grundflächen PP\P3 Ps 
in diesem Falle kleine Rechtecke mit den Seiten BER und dr 
sind (Fig. 123). 


Wie nützlich die Einführung von neuen Integrations-Veränder- 
lichen mitunter bei der Ermittelung von Doppelintegralen ist, 
kann man z. B. aus den in $ 64 behandelten Aufgaben ersehen. 
So war in Aufgabe 2 


& Yo 
(20.) = = (2p2z0 + y? — m?a?)dady. 
2 Yı 
Führt man in diesem Falle für die rechtwinkligen Coordi- 
naten z und y ebene Polarcoordinaten durch die Gleichungen 
(15.) ein, so erhält man nach Gleichung (19.) 


BER | 
Eh F ig fi ap2, ring mtcosg) dr 
Ö 0 


y4 } a 
A 2n —_ m2 2 
7; uf dp [pzu® + r (sin? — m?cos | 


een 5 f dy|[4pz, + a?(sin?p — m?cos’y)]|, 
0 


und dies giebt nach Formel Nr. 68 und 69 der Tabelle in Ueber- 
einstimmung mit dem früher gefundenen Resultate 


2 2 2 27 
Era = [ars ae r a?sinp COSp + > — 2 


(1 — m?)a?). 
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In Aufgabe 3 (vgl. Fig. 115) sollte 


% Ya 


2 
(23.) = HG — m?z?)dedy 
ar 9% 


berechnet werden, wobei 

mM — tgw, yı=ma, zZ Ve? en = 0, x = 0COSU 
war. Durch Einführung von Polarcoordinaten wird nach Glei- 
chung (19.) 


w|N 


2 
(24.) 1 = dp Ir?(sin?p — m? cos’y)rdr 


0 


‚e|s 


= fein’ p— m? cos’p)dp, 


also nach Formel Nr. 68 und 69 der Tabelle 


rat 


VER I = —(1+ in cosp + (1m? FL, 


4 
Fi a — m? a + (1 + m?)sine cos@ — (1 me | 
oder, d 1+m®=1-+ tg? = u ist, i 
cos?« 
! | 
(26.) u em [2m + (1 — m’) (m — 2e)]. 


Bei Aufgabe 4 war nach den Gleichungen (40.), (41.) und 
(52.) in S 64 
a Va—a: 
(27.) BB 2 


0 Vax— a2 


a2 


—y? . dedy. 


Durch Einführung von Polarcoordinaten wird nach Glei- 
chung (19.) 


PN. „ne 


$ 66. Einführung von neuen Integrations-Veränderlichen. 8385 


TC 
2 a 


(28.) = sfa fra VER, 
0  acosp 
also nach Formel Nr. 81 der Tabelle 


1 


Er fag|— = (a —»®) Ve—r| 
0 


= 


[6 


ACOSp 


zt 


w|N 


< 2 
3 i 8a? 

= > frintoas = — — fü — c08’p)F(COSp). 
0 0 


Dies giebt wieder 


[59] 


a? R 16a° 


Ä er. Be 
(30.) Ki [005% 5 608 | 5 


3 


Mitunter wird man sogar bei Anwendung derartiger Sub- 
stitutionen einfache Integrale dadurch ermitteln, dass man sie 
auf Doppelintegrale zurückführt. Es sei z.B. 


(31.) Je fe de 
0 


zu berechnen; dann ist auch, wenn man = mit y vertauscht, 


(32.) J = Jerry. 
Ö 


Indem man die Gleichungen (31.) und (32.) mit einander 
multiplieirt, erhält man 


oO) 009 


(33.) = ferde fe ry -— l fe manay, 
Ö 0 00 


Dieses Integral stellt das Volumen eines Körpers dar, wel- 
cher oben durch die Rotationsfläche 


(34.) ae 


Kiepert, Integral-Rechnung. » 25 
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Fig. 135. unten durch die XY-Ebene 
und seitlich durch die XZ- 
y Ebene und die YZ-Ebene be- 
srenzt wird (Fig. 125). 
Durch Einführung von 
Polarcoordinaten findet man da- 
her nach Gleichung (19.) 


Dies giebt, indem man 
(36.) r—= —1,. also 2rdr = — dt 
setzt, 


w|N 
wa 


i rar NN ee 
(37) P = 5 fs feat nr z fülel, ® , für -7, 
0 0 0 0 


folglich wird 
(38.) J = fe@de —4Vn. 
0 


Dieses Integral spielt eine wichtige Rolle in der höheren 
Vermessungskunde. 


8 67. 
Complanation der Flächen. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 112.) 

Wie man sich den Bogen einer Curve zusammengesetzt 
denken kann aus unendlich vielen, unendlich kleinen Sehnen ds, 
d.h. wie man den Bogen einer Curve als ein Polygon mit un- 
endlich vielen, unendlich kleinen Seiten betrachten kann, so 
kann man sich auch eine gekrümmte Fläche 
(1.) Fa,y,2)=0, oder z=f(e, y) 
aus zweifach unendlich vielen, unendlich kleinen ebenen Stücken 


r7 
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zusammengesetzt denken, d.h. man kann die gekrümmte Fläche 
als ein Polyeder mit zweifach unendlich vielen, unendlich kleinen 
Seitentlächen hetrachten. 

Verbindet man nämlich einen beliebigen Punkt P der 
Fläche mit allen unendlich nahen Punkten durch gerade Linien, 
so sind diese geraden Linien Tangenten der Fläche im Punkte ? 
und liegen im Allgemeinen sämmtlich in einer Ebene, welche 
die Tangentialebene der Fläche im Punkte ? genannt wird und 
die Gleichung 


(2.) F@—z+ Ey —y) + R@ —2)=0, 
oder 

DRS, Oz 
(22.) a 4) 


hat. (Vergl. D.-R., Formel Nr. 145 der Tabelle.) 

Legt man also wieder unendlich viele Schnitte, senkrecht 
zur X-Axe und senkrecht zur Y-Axe, so zertheilen diese die 
Fläche in unendlich viele, unendlich kleine Fig. 126. 
Vierecke PP,P3P,, deren Eckpunkte sämmt- 
lich in der Tangentialebene des Punktes P 
liegen (Fig. 126). Man kann also das Vier- 
eck PP,P;P, als eden betrachten und findet 
den Flächeninhalt dO desselben aus der Glei- 
chung 


(Be Le 380084 —= 4030087 
= QQıQRsQs — dady, 
wobei QQı Q3sQ» die Projection von PPıP;P; 


auf die X Y-Ebene und y der Winkel ist, welchen die Tangential- 
ebene des Punktes ? mit der X Y-Ebene bildet.*) 


*) Der hierbei angewendete Satz ergiebt sich unmittelbar aus 
Figur 127 auf der folgenden Seite. 

Wird nämlich das beliebige Viereck PP, P3P, in der Ebene © auf 
die Ebene & projieirt, so liegen die Lothe QP, QıP\, Q3P3, Q»P,, welche 
man bezw. von den Punkten P, P, Pa, P auf die Ebene & fällt, in den 
Ebenen PSQ, PSıQı, P3S3Qs, FyS2Q>, welche durch die Eckpunkte des 
Vierecks PP, PP, hindurchgehen und auf der Schnittlinie AB der Ebenen 
e und &,; senkrecht stehen. Die Winkel PSQ, PSıQı, P3S3Q3, PaS2Qa 
sind alle dem Neigungswinkel y gleich, so dass 

25* 
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Dabei ist nach Gleichung (2.) und er in diesem Falle 


Fs3 
(11. COBY 
F?+F%+F3 
VF+F+F%? a Ge Ir (2) +(2 ) 
folglich wird 
Fig. 127. SQ=SP.cosy, | 
(4.) SQ = SıPı . COSY, 
£ ee CoSY, 
SQ2 = SaPy . cos y 
P2 P ist. Da nun das Pa- 
a ralleltrapez 
SQQıSı = 
| 2(SQ+5,Q). 581, 
/ p und das Paralleltrapez 
4 B En SPP;Sı == 
: / ” \ EB 1(SP+SıP)).SSı, 
S, a Pı so folgt mit Rücksicht 
Sn f. FR 56 x auf die Gleichungen 
Ss; N) 12 3 (4.), dass 
Q N [0 SQ QıSı 
DaN 1 E 
1 SEHR, 2089, 
B Ebenso findet man 
(6.) Sı Qı QsS3 — Sı Pı P3S3 .cosYy, '' 
(7.) 83 Q3 Q5S3 = S3P3 PaS3 .CcoSsYy, 
(8.) HQS = SPaPS . cOSY. 
Dies giebt 


(9.) QQı 9392 = Sı Qı 9383 + 83 Q3 QyS2 — 529295 — SQQıSı 
= (SP F3S3 . S3P3P3S3 me SPS er SPP|S\) coSsYy 
= PAR, cosYy. 

In ähnlicher Weise kann man zeigen, dass die Projection F} eines 
beliebigen Polygons F in der Ebene &e auf eine andere Ebene & gleich 
F.cosy wird, wenn y der Neigungswinkel zwischen den beiden Ebenen 
ist. Da man eine krummlinig begrenzte Figur als ein Polygon mit un- 
endlich vielen Seiten betrachten kann, so gilt die Formel 


(10.) Fı = Fcosy 


auch für jede beliebige ebene Figur F und deren Projection Fi. 


$ 68. Complanation der Flächen; Uebungs- Beispiele, 339 


12.) OR 
oder 


| ZN O2: 
(12a.) ds dedy)ı + (3) m (er) . 


Die Integration dieses Ausdruckes in Bezug auf y bedeutet, 
dass man alle diese unendlich kleinen Vierecke summirt, welche 
zu demselben Werthe von x gehören. Die erste Integration 
giebt also einen unendlich dünnen Flächenstreifen. 

Integrirt man dann noch in Bezug auf x, so erhält man 
die ganze ne 


(13.) 0 = fürf Sy +P? ff, He ) 


a px) a 


dedy _daxdy 
Fl 


VF?+P’+FR}, 
COS 


Die Berechnung des Inhalts en Oberflächen nennt 
man: „Complanation der Flächen“. 


8 68. 
Uebungs -Beispiele. 
Aufgabe 1. Die Gleichung 
(1.) pz= ay 
stellt ein gleichseitiges hyperbolisches Parabolord dar; man soll 
den Inhalt der Oberfläche zwischen den Ebenen 


(2.) 7 amds er ae lEund u 
berechnen. 


Auflösung. Das hyperbolische Paraboloid wird von den be- 
srenzenden Ebenen in geraden Linien geschnitten, so dass die 
gesuchte Fläche die Seiten eines räumlichen Vierecks mit ein- 
ander verbindet. Aus Gleichung (1.) folgt dabei 

O2 LEI 02 EA 
3. 
(2 GE LT Te 


(4.) V+()+6) 22) + (z > „Vote ty +2 +9; 


deshalb wird 
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a b 
(59 0= "für fay Vp ++ 
006 


Dies giebt nach Formel Nr. 86 der Tabelle 


DT a a 
(6.) O= fa VPr+2+yP4l+a)ly+Vr+r +), 
0 


N ut ge ze 
=, fa|ovo+# +4 HE art. a. 
0 


VP+. 
Setzt man 
(7) “= ee —); do = (p? + 22)de, 
so wird ö 
(8) = pa + =2 (pr + 22), 
(9.) : dx zdx 


 B6+VP ++) YP +42 Pte 
ea (Yp? +5 +2? —b)ede zdxz 
He) YpP+R+e Pte, 
bxdz 
folglich erhält man nach der Formel 
fi udv — un — ku 
durch partielle Integration 


b+YP ++. 
(10. > (a d 
fr ar Vr 21.22 ) z 


2 2 4 
5 am + (Eee ee 
(P +22) Yr ++ 2 
Nun ist nach Formel Nr. 84 und 23 der Tabelle 
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11) (- + 3p?x?)dx 
ET ‚Vr+b®+2 


“(z? + 2p?)dz 2 da 
J Vp?+b°+ 22 re RR 
„ Vp’+ 4 + DB? +2? le +Vp?+b?+2?) 


30; f 27 
7 JH Vr+e+ 2 


Setzt man noch 


(12%) VP?+&®=e wd z=e.tgt, 
so wird 
c.dt 5 c 
3 m 2? +5? 2 — —— 
‚480 22 cos?t Vazaah cost’ 
also | 


(14.) de re E.00.2C008T & “cost.dt 
Kp+ 22) YpP+b+2: J(pcos’t+esint).e Jp’+2’sin’t 


Wenn man ferner 
(15.) ösnt=pw, also bcost.dt= pdw 
einführt, so findet man aus ae (14.) 


dx dw 1 bsin? 
(16.) nn arct a: 
(p?-+ 22) Vp® +0? + = 1+w = pb 


bx 
z I vet ( ) 
Pb N pyp® +04 2)’ 
folglich geht Gleichung (11.) über in 
(3p?2? + dx 
(Pte) Vor+Bt 
=, VP+® +2 + 


- 


(17 


3 —° 2 + VRFRFE) 


2 arc Bl —): 
pVP? a 


Er 


und Gleichung (10.) ergiebt 
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(18. fr 24 en N u ELEE Ze IE) de 


x „fo + VP® ++ 
I 3p? + 2° 1( 
(3p°+=°) Ver: + 

BP — N), 3 BIBF BIBRR ( —): 
ALTE ER ER b? nn 3arcte | ——  — 
ee AN? Rare a 

Da nun noch nach Formel Nr. 86 der Tabelle 
(19.) bdeyp? +2#2+2 = yp +521.2? 
| 2 152) 
u ) 


)+% En +b? +2? 


+ 


le +Vp?+°+2) 
ist, so folgt aus Gleichung (6.) 


m 2 2 a, DRIN 
20 Re Bazar u (2 +YVp? + 5? +2?) 
BR: u (> 2 ET). ap lin. y 
VP +2 2 PVP ++ 2, 
also 
ER EN 2102 UL AD 
p?+a? 
ee BeLOM u VER he Be er ers 220 
Vers: pVp’ zz) 


Da bei dieser Aufgabe die Integrationsgrenzen constant 
sind, so hätte man auch die Reihenfolge der Integrationen um- 
kehren können, ohne die Grenzen zu ändern. 

Aufgabe 2. Die Gleichung 
229) 2pz = x” — y? 
stellt wieder ein gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid dar; 
man soll den Inhalt der Oberfläche innerhalb des Cylinders 


(23.) et y2—= 0° 
berechnen. 

Auflösung. Aus Gleichung (22.) folgt 
(24.) 02 _® DEE EL 


Oz pP 


p 
(25.) V1+(6)+(@&) 3.) + (3 -) = Ver 


deshalb wird 
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4 neun seht 
(26.) te r da fdy Yp? + + y. 
0 0 


Durch Einführung von ebenen Polarcoordinaten erhält man 
nach Formel Nr. 170 der Tabelle 


(27.) : far aka F 
0 0 


und daraus nach Formel Nr. 87 der Tabelle 


TC 


> 


(28) =, fa + DVP +] 
0 


a 


0 


4 Er] 
ar 5 [(e a a?)Y p? +0? —p] far 


0 
DIT 9 Marsnass 
N aan]. 


Auch hier hätte man die Reihenfolge bei den Integrationen 
ändern und die Gleichung (27.) auf die Form 


a 2 n 
29) 0—= ; rer I de favo+r 
0 0 0 


277 ———] 27 te 
ie 2 2 2 Du 2 2 2 2 2 3 
55 E ae: = 7 E +@)yp° + a | 
bringen können. 


Aufgabe 3. Man soll denjenigen Theil der Kugeloberfläche 
mit der Gleichung 
(0) 2+P+2—a=0, oder z=+Va—a2 —y? 
berechnen, der von den beiden Cylindern 


1312): a REDE a ee 
herausgebohrt wird. (Vergl. die Figuren 116 und 117.) 
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Auflösung. Aus den Gleichungen (30.) folgt 
(32.) R=2%: R=% B=%, 
it Ins... 2:00 @ 
33) VRR DV a er Kai 
83) ZVYR+R+B= Ve H+ty4r=- RE, 


Da die gesuchte Oberfläche durch die Coordinaten-Ebenen , 
in 8 symmetrische Theile zerlegt wird, so braucht man nur einen 
solchen Theil zu berechnen und mit 8 zu multipliciren. Dadurch 
erhält man nach den Formeln Nr. 172 und 22 der Tabelle 


Vas—ı: = 7 


(34.) | 0 I - 
Ve a. = 
Vax—ı: 


— 8afd laresin( ——, |: 
fi Ve— 2 


also 
[03 


(35.) DE Sa [dr „are sin / CH 
a+x 


0 


Setzt man 
(36.) u — arosin |/ GN — de, 
at x 
also 
(37.) du = 2% —ı v_t, 
2(a+z)Y ax 


so findet man durch partielle Integration 


(38.) de .avcsin ] „=[2-aresin “ I-; Kara 
; a+z a+zhb .2/ a+z 
0 


oder, wenn man wieder 


(39.) z=at, also VYar=at, de—= 2atdt 
setzt, 
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@ 1 

5 2 art I?dt 
4 R l ARCLL S] me In ee ET: 
( 0.) far Aresın V-- 1 a 1x8 
0) 


ATT 1 ATT TE @aTT 
= alt -aretgi], = — (1 7)= a 


4 4 4 2 
folglich wird 
(41.) DI sa [i dx. aresin V — 4a?rr — 8a?, 
a+x 
0 
Da die ganze Kugel die Oberfläche 
(42.) I VAn?Te 


hat, so bleibt für den ausserhalb der beiden Oylinder liegenden 
Theil der Kugeloberfläche 

(43.) 0} = 8q> 

übrig. 


Die Lösung der Aufgabe wird bedeutend einfacher, wenn 
man ebene Polarcoordinaten einführt; dadurch geht nach Formel 
Nr. 170 der Tabelle Gleichung (34.) über in 


zt 


(44.) O0 = a len a ent var] 


5 
= su fdg [a — asinp| = Sa?|p + cosy] 
0 
folglich erhält man wieder 
(45.) 0 = 4a’n — 80°. 


7t 
2 
0 


)) 


Aufgabe 4. Man soll die Oberfläche der beiden Kreiscylinder 
(46.) ?+yP—-a=0 und ?+yP+ar=0 
berechnen, so weit dieselbe innerhalb der Kugel 
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(47.) +7? +?—-=0 
liegt. (Vergl. die Figuren 116 und 117.) 


Auflösung. Die gesuchte Oberfläche wird durch die Coor- 
dinaten- Ebenen in 8 symmetrische Theile zerlegt; man braucht 
daher wieder nur einen dieser Theile zu berechnen und das 
gefundene Resultat mit 8 zu multipliciren. Die Gleichung der 
Fläche ist 
(462.) Fa, y2)=”+y—ar=0 
und enthält die Veränderliche 2 gar nicht. Damit die gegebene 
Methode anwendbar wird, muss man die Coordinaten in Formel 
Nr. 172 der Tabelle mit einander vertauschen. Indem man z.B. 
y als Function von z und z ansieht, geht diese Formel für die 
Berechnung der krummen Oberfläche über in 


b va) 
(48.) O=fie| 7, VF?+F2>+ 72. 
a Ya) 
Aus Gleichung (46a.) findet man 
(49.) nr RD) 
(50.) F?+F% + F? = 42? — 4ax + a? + 4y, 


oder mit Rücksicht auf Gleichung (46.a.) 
(51) FR+PR+PR=a YR+PR+FP=a, 
folglich wird 


(52.) — 8u fü fa — 4a fe ‚far 


Da zı, der Grenzwerth von =, zu einem Punkte gehört, 
welcher auf der Kugel und auf dem Kreiscylinder liegt, so wird 
a = VAZE—P, 
wobei aber noch nach Gleichung (46a.) 

+ y =ar 


ist, folglich erhält man 
(53.) zı = Ve —— 022 
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Dies giebt 
(54.) 0- fan = taVa Bi, [Ve] ; 
JVz 
also 
(55.) (K=28uR, 


Die Fläche der beiden Kreiscylinder, so weit sie von der 
Kugel eingeschlossen wird, ist also gerade so gross wie derjenige 
Theil der Kugeloberfläche, welcher ausserhalb der beiden Cylinder 
liegt. 


Aufgabe 5. Aus der Schraubenfläche 


(56.) Fix, y, 2) =y— tg () — 070 20der te(-) =’ 
‚€ ce % 

schneiden die beiden coaxialen Kreiscylinder 

(57.) 2 mo er un —.D: 

und die beiden Ebenen 


(58.) vu ee at) Da = —- 


einen Theil der Oberfläche heraus; man soll den Flächeninhalt 
dieses Theiles berechnen. 


Auflösung. Aus Gleichung (56.) folgt 


= T 9 
8) A=—1g(2)=— 2; B=1, B=— [14 (f) 


2” + y° 
en. ma 
CL 


ce? 224 >)+ x?+y?)? 2 + 
a er a (een Eye), 


(60.) Fr+ PP+ RP = 


2+2°+ 


l 175 5 
a 5 ! 9° — ==’ 
(61.) a/w+RH+ BR = \ Free. 
also, da hier nur das obere Zeichen in Betracht kommt, 


Kalk 
(62.) 0 = für fay ra 


Die Bestimmung der Integrationsgrenzen ist unterblieben, 
weil durch die Gleichungen 
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(63.) 2—=1r(c05p9, Yy—rsinp 
neue Integrations-Veränderliche eingeführt werden sollen. Da- 
durch erhält man nach Formel Nr. 170 der Tabelle 


| gs b b 1 b 
3 GN Re a 
(64.) O = [dyfrdr Br dh Ve +r fdp=n [bh yVe+r. 
rt a a E 7 a 
BT Sr 
Die Grenzen 9 = Ba Und pr +, bestimmen sich dar- 


aus, dass nach Gleichung (56.) 
(65.) ZI ICH 


wird. Nach Formel Nr. 86 der Tabelle erhält man daher 
b 


NR. RER: NR. 
ash A afarye +r = 5 ‚Ve +r+2l(r+V®+ | 


% 


EN 
=, VPF? - yeretal I )) 


S 69. 


Einführung zweier variablen Parameter. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 173.) 


Ist die Gleichung einer Fläche in der Form 
(1.) z=f (, y) 
gegeben, so kann man, wie es auch bereits in S 66 bei der Ein- 
führung von neuen Integrations-Veränderlichen geschehen war, 


z und y als Funetionen von 2 neuen, von einander unabhängigen 
Veränderlichen « und v darstellen, indem man 


2.) «=fılu, v0), y=Jalu, v) 

setzt, wo ‚Jılu, v) und ‚Jalu, v) für den jedesmaligen Zweck 
passend gewählte Functionen sind. Trägt man diese Werthe 
von z und y in die Gleichung (1.) ein, so erhält man 


(3.) z —=f [Yıla, v), BEZ v)| = fz(u, v). 
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Man kann also eine Fläche durch die drei Gleichungen 
(4.) z=filu,v), y=felu, v), 2=fs(u, v) 
darstellen; und umgekehrt: Sind die drei Gleichungen (4.) be- 
liebig gegeben, so stellen sie eine Fläche dar, deren Gleichung 


man durch Elimination von « und vo aus- den Gleichungen (4.) 
erhält. 
Aus den Gleichungen (1.) und (2.) folgt sodann 
020.02202 2 024.0% 
du Or duty u’ 
2) |&= 028 0200102 10% 
Öv\ 02 00 0y O0 


also 

(6) 02 Oy Oz Öy E = Ö2 öy Öz Öı y 
j Ou Ov  Ov du — u O0 Go du’ 

m (de de & BE 020: de de, 
QU.007200. 041 04,02:.0u:.00 , 00 Qu 


Setzt man also 


Öy Öz Oy 62, Ö262 © 062 
Gulo nöou ’ Sul ou ° 


(8.) dr 27 Ör 2 un, 
ÖOu 60 m 

so wird 

9.) Oz EIS OS END 


oT CH 


(10.) Yı+ (Z)+ (2) = Se VER TOBIT TCEE 


Deshalb erhält man nach Formel Nr. 169 der Tabelle, da 
die Functionaldeterminante en C ist, 


tL1.00 ray +(5,)+ 1) Nude VE+ B?+0?. 


Wie diese Formel verwendet werden kann, möge das fol- 
gende Beispiel zeigen. 
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Aufgabe. Durch die Gleichungen 
(12.) z= wW—3uV? — 3u, y = 3W— 30°, z = vd — u —3V 
wird eine Fläche dargestellt, auf welcher man für constante 
Werthe von « und v zwei Schaaren von ebenen Curven dritten 
Grades erhält, die einander rechtwinklig schneiden.*) Man soll 
auf der Fläche den Inhalt eines Vierecks berechnen, welches 
durch die Curven 
(13.) RE NEBEN en, re) 
begrenzt wird. 

Auflösung. Aus den Gleichungen (12.) folgt 


Or Er Oy In Oel 
ns 3“ — u? —1), A Guv, 
14. 
Öx Fi Oy EN 02 Wan® 2 
u De O0 un Oo Su 


deshalb wird 
| A=—-1uW®+v"+1), 


(15.) B=YXW ++) WR —N1), 
| C=+18vwW+v+1), 
(16.) #2+B+0@=81W + 2 +1). 


Dies giebt nach Gleichung (11.) 


b d 
(17.) O= Yduf(u + v? + 1)?do Y 
b d 


— Yduflut + 2u?o? + v! + 2u2 + 20? + 1)dv 


b 
— Yfdu[(u +2u2+1)(d—c)+2(u° + 1)(d—e) +4(d’—e)], 
also { 
(18.) O0 = 946° —ad)(d—e)+4(@—e?)(d—a)+3(6’—a?)(d’—e?) 
+ 3(5°— a?) (d—e)+3(@®— e)(d—a)+(d—a)(d—c)]. 


*) Diese Linien sind die Krümmungslinien der Fläche, welche die 
„Enneper’sche Minimaltläche“ genannt wird. Davon soll aber bei dieser 
Aufgabe kein Gebrauch gemacht werden, weil in diesem Lehrbuche 
wegen der Beschränkung des Stoffes eine Erklärung der Krümmungs- 
linien nicht gegeben werden konnte. 


$ . Einführung räumlicher Polarcoordinaten. 401 


8 70. 
Einführung räumlicher Polarcoordinaten. 
(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 174.) 


Führt man räumliche Polarcoordinaten ein, indem man 


setzt, so ist (Fig. 128) OP gleich r Fig. 128. 
der Radius vector, A der Neigungs- 
winkel QOP von OP gegen die 
X Y-Ebene, undyderWinkelXOQ, 


(1.) 2z=rTC084AC08p, Y=rcosAsing, Z2=rsini 


@ p 


a 
welchen die Projection OQ des ri ie; | 
Radius vectors OP auf die X Y- | | 
Ebene mit der positiven Richtung En 
der X-Axe bildet. Wenn man a 7 
dabei A und @ als die beiden U EVEN A 


RI 2 9) 
unabhängigen Veränderlichen be- 
trachtet, so wird r eine Function von 4 und %, also 


Mr F(A, p); 
und man erhält 
zu Or BIN 
| a7 COSLCOSP — rSINACOSY, 
One OB Kiah .. 
| 3, = 5,7, 05 sing — rsinäsing, 
| | z — 7 sind + rcosä, 
(2.) 
BE Be 
37 ee; COSLCOSP — r COSASINY, 
3 = . cos/sINP + rCoSACosp, 
ES NERTER 
Pi dp sın4; 


folglich wird, wenn man « mit 4 und vo mit 9 vertauscht, 
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DIPTANNONES Orr: : 
A=—r 57 sin4cos4c08p —r 09 sin p — r?COS’A COS, 
Or Or N 
(3.) Beer Z, snkeoszsingtrn sp —r cos’Asing, 
ORERR IH HRARR: 
Gt 57 cos? — r?sinA C0S4, 


\2 Es 
(4.) #?+BR+0= (57) C08’A + r? (5) + rt cos?4 


= [+ (2) Jos2 + (22); 


also, da hier nur das positive Zeichen bei der Wurzelausziehung 
in Betracht kommt, 


(5.) o -/jv# + B? + Oidudo 
0 
2 re ) 
-/f|r [® +(57) | eos + (52) aan. 


Constanten Werthen von @ entsprechen Ebenen durch die 
Z-Axe, und constanten Werthen von 4 Kegelflächen, welche die 
Z-Axe zur Axe haben. Durch diese Ebenen und Kegel wird 
die Fläche in unendlich viele, unendlich Kleine Vierecke zerlegt. 
Indem man in Bezug auf 9 integrirt, erhält man die Summe 
von diesen Vierecken auf einem ringförmigen, unendlich schmalen 
Streifen zwischen zwei benachbarten Kegelflächen. Alle diese 
unendlich schmalen Streifen werden sodann durch Integration in 
Bezug auf 4 summirt. Daraus ergiebt sich für jeden einzelnen 
Fall die Bestimmung der Grenzen. 

Wie dies geschieht, möge die folgende Aufgabe zeigen. 

Aufgabe. Die gegebene Fläche habe die Gleichung 
(6.) try rrt= ale —y}), 
oder bei Einführung räumlicher Polarcoordinaten durch die 
Gleichungen (1.) 


Kris, r? = a? 603°4,.008(2Y); 
man soll die gesammte Oberfläche berechnen. 


Auflösung. Um sich eine Vorstellung von der Fläche zu 
machen, beachte man, dass ra sein muss, dass die Fläche 
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also ganz innerhalb einer Kugel mit dem Halbmesser « liegt. 
Die XY-Ebene schneidet sie in einer Lemnescate mit der Glei- 
chung 
(8.) (2 + PP) = oX(? — y2), oder r?= a?cos(2p). 

Giebt man g einen constanten Werth und setzt 
(9.) aV c0s(2p) = aı, 
so erhält man den Durchschnitt der Fläche mit einer Ebene, 


welche durch die Z-Axe hindurchgeht. Die Schnittcurve zer- 
fällt in zwei Kreise mit den Gleichungen 


(10.) r=+c0s4 und r = — qac084, 
oder 
(10a.) 2 Y=+aze md ?r Y=— an. 


Die Fläche entsteht also aus der Leemniscate in der XY- 
Ebene (Fig. 129), indem man sämmtliche Radii vectores OP zu 
Durchmessern von Kreisen macht, Die, 123, 
deren Ebenen auf der XY- Ebene 
senkrecht stehen. 


Da die Coordinaten-Ebenen die 
Fläche in 8 symmetrische Theile zer- 
legen, so braucht man nur die Ober- 
fläche eines solchen Theiles zu berechnen und das gefundene 
Resultat mit 8 zu multipliciren. Die Grenzen von sind dabei 


“AR Rs n F TU 
0 und a die von 4 sind 0 und —- 


ad 


Aus Gleichung (7.) folgt dann 


Ö 
GbI%) ? 5 —= — a?cosAsinAcos(2p), 
(12.) I syimpr: 
. Op ’ 


deshalb wird 
GEN Es 
13.077 37) —= a?cos?), sin?4 c08?(2p) = a’r? sin?4 cos(2Yp), 


OrN? es in2(2 
Ar? (5-) —= acos!Asin?(2p) = ar? cos - sin’2) 
7 cos(2p) 
26* 
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\2 aN2 
(15.) E + (55)] cos?4 + (5) — a? cos(2F)cos?4 


.. sIn?(2p) 
+ a? cos?) ol). 
a0? 005: A 
 cos(2p)  cos2p) 
Dies Be nach Gleichung (5.) 


3 1 
r?dp Par 
[ — en 2 p) 
(16.130 — Ya 32 [cos da fü 
0 0 


— N — q27r [sin cosi + A = ——: 


0 


w|N 
w|a 


XII. Abschnitt. 


Integration der Differentiale der Functionen 
von mehreren Veränderlichen. 


Sl 
Vollständige Differentiale der Functionen 
von zwei Veränderlichen. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 175.) 
Ist 

(1.) u=f(e, y) | | 
eine Function von zwei von einander unabhängigen Veränder- 
lichen, so ist nach D.-R., Formel Nr. 134 der Tabelle das voXl- 
ständige oder totale Differential von « 

ou ou 


wobei 
ou | du 
(3.) Öx Ta M(z, y), Oy rg N y) 


noch Functionen von x und y sind, so dass Gleichung (2.) über- 
geht in 
(2a.) du = M(z, y)dx + N(z, y)dy. 


Wie in dem Vorstehenden die Gleichung (2a.) aus Glei- 
chung {1.) abgeleitet ist, so könnte man sich jetzt auch die 
Aufgabe stellen: „Man soll « als Function der beiden Veränder- 
lichen z und y bestimmen, wenn dw durch die Gleichungen (2a.) 
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4 y re 
gegeben ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn se 
LT 


und n durch die Gleichungen (3.) gegeben sind.“ 


Dabei erkennt man aber sogleich, dass die Functionen 
M(x, y) und N(z, y) nicht ganz beliebig gegeben sein dürfen; 
es müssen vielmehr M und N die partiellen Ableitungen ein 
und derselben Function w= f(x, y) sein. Wenn diese Be- 
dingung erfüllt ist, muss nach D.-R., Formel Nr. 137 der Tabelle 


e)_ a) 
0% Oy 
(4) De 
Oy Or 
oder 
(a OM(z, y) _ ON(z, y) 
| Oy Ox 
sein. Diese Bedingung ist »otAwendig, wenn 
(5.) du = M(x, y)de + N(z, y)dy 


ein vollstündiges Differential sein soll; sie ist aber auch, wie so- 
gleich gezeigt werden soll, hinreichend, um die Function 


(6.) EN 
zu bestimmen, deren vollständiges Differential mit Mdx + Ndy 
übereinstimmt. 


ri 


Beweis. Wie die Gleichung 
(7) = Me, y) 
aus Gleichung (6.) hervorgeht, indem man y als eine Constante 
betrachtet und nach = differentürt, so wird Gleichung (6.) aus 
Gleichung (7.) hervorgehen, indem man y wieder als constant 
ansieht und in Bezug auf z integrirt. Dies giebt 


(Sm u=/M(z, y)dx + Y. 
Hierbei ist die Integrations-Constante mit Y bezeichnet 
worden, um anzudeuten, dass sie noch eine Function von y sein 


darf, weil bei der in Gleichung (8.) angedeuteten Operation = 


als die einzige Veränderliche angesehen wurde. Setzt man 
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(9.) JM, y)dz =. 
so geht Gleichung (8.) über in 
(10.) Pi 0% 


Aus dieser Gleichung folgt mit Rücksicht auf die @lei- 
chungen (3.) 


r rn es ri 7 77 #24 N en - 
(11.) Netz 
also 

| dY Ov 
12. —— = N(z, y) — — 
(12) NEN 


In dieser Gleichung ist die linke Seite eine Function der 
einzigen Veränderlichen y„. Damit die Aufgabe lösbar ist, muss 
auch die rechte Seite der Gleichung von x unabhängig sein. 
Das ist auch nach der in Gleichung (4a.) festgestellten Voraus- 
setzung der Fall, denn es ist mit Rücksicht auf Gleichung (9.) 


ö N) 
| d do ON Oo _ON °\dr 
Denen) 


ou) 62 ÖGaly Or Gy 
BONO 
oe Ay 


Dieser Ausdruck ist aber nach Gleichung (4a.) gleich 0, 


folglich muss N — 5; von z unabhängig sein. Die Gleichung 


(12.) enthält also keinen Widerspruch, so dass man daraus ohne 
Weiteres durch Integration 
Ob 
14. 2 == ee ’ 
(14) (N ) Be 


ermitteln kann. Setzt man diesen Werth von Y in die Gleichung 
(10.) ein, so findet man 


(19,) u=o+ N )dy +, 
wobei 
(16.) v — /M(z, y)dı 


ist. Damit ist die Aufgabe gelöst, denn nach den Gleichungen 
(15.) und (16.) ist in der That 
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Öu _Öv 
(17.) Do Dr Me, Y); 
Öu 


(18.) 3, = + 5 5)= N(, y). 
Man nennt den Ausdruck 
M(z, y)dz + Ne, y)dy 
„ein vollständiges oder totales Differential“, wenn die Bedingung 
OM(z,y) _ O0N(e, y) 
Oy 0x 
erfüllt ist. Man muss daher, wenn man sicher gehen will, ehe 
man integrirt, untersuchen, ob Gleichung (19.) befriedigt wird. 
Man kann aber auch mit der Berechnung: von 


(20.) v = /M(z, y)de 

Ov ; 
beginnen und dann untersuchen, ob N — 3, unabhängig von 2 
ist. Wenn dies zutrifft, so wird ja, wie schon in Gleichung (13.) 
gezeigt wurde, 


Ov ON 0M 
u 5 Aka 3,)= oz a 


d. h. die in Gleichung (19.) angegebene ENLEUN wird be- 
friedigt. 


(19.) 


Sr 
Uebungs-Beispiele. 


Aufgabe 1. Man soll « als Function von x und y bestimmen, 
wenn 
(12) du = (32? + Say)dz + (42? + 3y?)dy 
gegeben ist. 

Auflösung. Um zunächst zu untersuchen, ob die rechte Seite 
von Gleichung (1.) ein vollständiges Differential ist, bilde man 
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OM(z, y) _ O(32? + 8xy) 


>. 3 
@) N NE HEN) 
ON(z, y) _ O(4x? + 3y?) 

3.) ed Ox x 


Aus den Gleichungen (2.) und (3.) folgt, dass 
OM(z, y) _ Na, y) 
(4.) Se er 
Y LE 
ist, dass also in diesem Falle Mdx+Ndy ein vollständiges Dif- 
‚Ferential ist. Man darf daher ohne Weiteres das in $ 71 an- 
gegebene Integrations-Verfahren anwenden und erhält 


(5.) © — /M(z, y)dz = /(32? + Say)de = 2° + 4a2y. 


Ferner wird 


(6.) | N ty 


und deshalb 


RA) Dr = (N a) = fay?dy ER LER 
4 
Dies giebt 
(8.) u=vo+Y=+4y+y+C. 
Die Richtigkeit dieses Resultates kann man sehr leicht 
durch Differentiation prüfen. 


Man kann selbstverständlich die Aufgabe auch so lösen, 
dass man zunächst 
(9.) u=/Nday+X=w+X 
bildet, wobei X eine Function der einzigen Veränderlichen x 
ist, und dass man dann X aus der Gleichung 


(10.) X -/(u- 5) a 


berechnet. 


Aufgabe 2. Man soll « als Function von x und y bestimmen, 
wenn 
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11.) du = (2023 — 212°y + 2y)de + 72° + 22 + 3)j@Y 
gegeben Ist. 


Auflösung. Man kann zunächst durch Bildung von Be und 


oy 
ONESE 
ö, ‚sen, dass 
oM ON 
(12.) en TE nee 212° +2 


wird, und dass deshalb die rechte Seite in Gleichung (11.) ein 
vollstündiges Differential ist. Dann erhält man ’ | 
(13.) v = / Mdx = /(202° — 212?y + 2y)dx | 
— 5r2* — Tady + 2ay, | 

Ov 


DEREN SAT öy — (— 72° + 22 + 3) — (— 72°. + 22) = 3, 


(15.) 3 = /($- dr = /aay —-3y+Ü. 


Dies giebt 
(16.) u=v+ Y=5at— Tady + 2ay + 3y+ 2% 
Aufgabe 3. Man soll « als Function von z und y bestimmen, 
wenn 
(172) du = (2axz + by + e)dx + (bxz + 2my + n)dy 
gegeben ist. 1 
Auflösung. Hier wird 
ya NEL er db, also ur = AaN 
Oy BO: EN Re; 
folglich ist die rechte Seite von Gleichung (17.) ein vollständiges 
Differential; man erhält daher 


(19) v=/Mdr — /(2ax + by + c)dz = ua? + bay + ex, 


(20.) N = (ba + 2my +) — be = any + 


(21.) Y=/(N— jr = flemy + n)dy 


== my” + NY + C. 
Dies giebt 
(22.) uw=v+Y=aR+bayteetmy tny+Ü. 


(18.) 
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Aufgabe 4. Man soll vw als Function von x und y bestimmen, 


wenn 
(23.) ge U N 


x? + y? 


gerreben ist. 
Auflösung. Die Gleichung (23.) kann man auch in der 
Form 
(23a.) du— — Be or BR 
I: 12% en ai 
schreiben, aus der man leichter erkennt, dass 


24. DaB SI ENTER 
(24.) 22 - y2 5 2? + y? 


ist. Daraus folgt 

(25) oOM _ y — a? ON 

5 TE 

Da diese beiden Ausdrücke einander gleich sind, so ist die 
rechte Seite von Gleichung (23.) ein vollständiges Differential; 
man erhält daher nach Formel Nr. 21 der Tabelle 


er T 
”) _—— — __ en & —- 
(26.) v De uf; Pe wretg(,)> 


x 38 
> en a EEE A re 
(27.) N = er ey; 22 + y2 0, 


Ov ; 
(28.) Y=/(n— 3) I 


Dies giebt 
(29.) u=v+Y=(Ü-—aretg Oo: 


Aufgabe 5. Man soll « als Function von z und y be- 
stimmen, wenn 


(30.) da Br — er — dr le en. —,)d Y 


gegeben ist. 

Auflösung. Den Nachweis, dass die rechte Seite von Glei- 
chung (30.) ein vollständiges Differential ist, kann man führen, 
indem man 


412 $ 72. Integration vollständiger Differentiale; Uebungs-Aufgaben. 


ONE ON A 2xy 
a öy be ai 


bildet. Man darf aber auch ohne Ws: 


(32.) | v = | Mdx -/(e- 


Gh) 
Pr + y 
N. 
berechnen und erhält daraus, dass 
Ov 2 di 2zy — y? 
33. ie an me FREE FRETENN ) 
: Oylaxe  y yren e 
2 —2y+y 1 1 
2 erehen 
ey Y y 


eine Function der einzigen Veränderlichen y ist, diesen Nach- 
weis. Da nun noch 


(34.) Y=ln— Z)d -N1-)ay=v—ly+C 


ist, so ergiebt sich 


(35.) u=r+Y=lat —t+y—ly+G, 
oder 
(35..) u=1(7 + Auen, 

u 


Aufgabe 6. Man soll « als Function von z und y be- 
stimmen, wenn 


(36.) du = (7 SE +1 y—5)de E (5 +2 — y— 7 )dy 
gegeben Ist. 

Auflösung. Den Nachweis, dass die rechte Seite von Glei- 
chung (36.) ein vollständiges Differential ist, kann man auch hier 
führen, indem man zeigt, dass 
OMIEON EDER 2} 
Y 6 (My) 
ist. Man kann sich aber diese etwas umständliche Differentiation 
auch ersparen und ohne Weiteres 


(37.) + 
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v — (ddr leer + y— 5)da 


berechnen. Dadurch erhält man 


NEL x LEER PR "ydae DAE zy — 
x? — y? 22 + y 


oder nach den Formeln Nr. 59 und 21 der Tabelle 
e er 2 > 
(38.) = „(= arctg ©) ey 5x. 


Daraus = 


> 
(39.) as Fran Fer +2) 
u Al N 


Da dieser Ausdruck von z unabhängig ist, so ist die rechte 
Seite von Gleichung (36.) ein vollständiges Differential, und man 
erhält 


(40.) Y=/(n-5 dy = Mey + Day = 1y+0, 


(41.)u=v+ Y= N) wetg(, )+ay— sry y+C. 


8 73. 
Vollständige Differentiale der Functionen von drei 
Veränderlichen. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 176.) 
Ist 
(1.) u=f(e, y, 2) 


eine Function von drei von einander unabhängigen Veränder- 
lichen, so wird nach D.-R., Formel Nr. 136 der Tabelle das 
vollständige oder totale Differential von u 
Ou ou ou 

2 = ae = 02 
(2.) du ER de + 3 dy + 5; dz, 
wobei 

Ou ou \ ou 
(3.) Er = F(2,y, 2), oy 77 Ge, y, 2), 0: #77 Hz, Yy,2) 
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noch Functionen von z, y, z sind, so dass Gleichung (2.) über- 
geht in 

(2a.) du = Fdx + Gdy + Hadz, 

wenn man bezw. F,G, H statt F(=, y, 2), @(z, y, 2), Hz, y, 2) 
schreibt. Wie in dem Vorstehenden die Gleichung (2a.) aus 
Gleichung (1.) abgeleitet ist, so könnte man sich jetzt auch die 
Aufgabe stellen: „Man soll « als Function der drei Veränder- 
lichen z, y, z bestimmen, wenn d« durch die Gleichung (2a.) 


ou 
gegeben ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn —-; 


0R> 
ou ou & 
a ind — durch die Gleichungen (3.) gegeben sind. 

De erkennt man aber wieder sogleich, dass die drei 
Functionen F, G, H nicht ganz beliebig gegeben sein dürfen; 
sie müssen vielmehr die partiellen Ableitungen ein und derselben 
Function v=f(z,y,z) sein. Wenn diese Bedingung erfüllt ist, 
so ergiebt sich aus D.-R., Formel Nr. 137 der Tabelle 


OROEOAEOR 
(en 


NE RE EBENE oe 

dy 7 02: Oz 02 02007 
Diese Bedingungen sind »othwendig, wenn die rechte Seite 
von Gleichung (2a.) ein vollständiges Differential sein soll; sie 


sind aber auch, wie sogleich gezeigt werden soll, hinreichend, 
um eine Function 


(5.) u = fie, Y, 2) 
zu bestimmen, deren vollständiges Differential mit 
Fdx + Gdy + Hdz 


übereinstimmt. 
Beweis. Wie die Gleichung 
ou 
(6.) = Elay, 2) 


aus Gleichung (5.) hervorgeht, indem man y und = als Con- 
stanten betrachtet und die Function v nach x differentürt, so 
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wird Gleichung (5.) aus Gleichung (6.) hervorgehen, indem man 
y und = wieder als constant ansieht und die Function F(z, y, z) 
in Bezug auf = integrirt. Dies giebt 


(7.) u — Rah y, 2)dz + p(y, 2). 

Hierbei ist die Integrations-Constante mit g(y, z) bezeichnet 
worden, um anzudeuten, dass sie noch eine Function von y und 
z sein darf, weil bei der in Gleichung (7.) ausgeführten Integration 
x als die einzige Veränderliche angesehen wurde. Setzt man 


(8.) SF, UrRUH.U, 
so geht Gleichung (7.) über in 
(9.) u=v-+ yly 2). 


Aus dieser Gleichung folgt mit Rücksicht auf die Glei- 
chungen (3.) 


ou Oyly, 2) 
10. = = Glay,2) = 
(10.) dy (2, Y, 2) w* = 

ou Ö 
cu) Oz ne = Hir, Y,? 2) = 2 + a, al 
oder 

ID) _ Ov  Oyly, 2) Ov 

a a lan Sa Oo 0: 


Hierbei sollen 


wu und ans! von der Veränder- 
y 02 


lichen z unabhängig sein, folglich muss auch die rechte Seite 
dieser Gleichungen (12.) von x unabhängig sein, wenn die Aufgabe 
lösbar sein soll. Das ist auch nach den in den Gleichungen 
(4a.) aufgestellten Voraussetzungen der Fall, denn es ist mit 
Rücksicht auf Gleichung (8.) 
(13) — unge ah GE O?v BO Ö 2.) 
207 DRM O2 Or OU MODE IN ONE 
OLE el 
SIERT 
Ov OH O?v OH.07 70% 
GE De 3)” Er EEE RAR) 
OHR ScH 
TARA 


—=(, 


—=(. 
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Die Gleichungen (12.) enthalten daher keinen Widerspruch, 
so dass man die Function g(y, z) aus der Gleichung 


URL? on) 
(15.) ne e- Ss dy + (H— de 


bestimmen kann. Auch die Bedingung, dass hierbei der Aus- 
druck auf der rechten Seite von Gleichung (15.) ein vollständiges 
Differential ist, wird erfüllt, denn man erhält nach den Glei- 
chungen (4a.) 


Öl. 00\ _0G | m _OH_ 
a al = ED eh, 


6) O6 
= en) 


Man kann daher die Gleichung (15.) nach dem in $ 71 an- 
gegebenen Verfahren integriren, wie folgt. Es sei 


(4.7) w = (e5,)av 


dann ist mit Rücksicht auf Gleichung (15.) 


(18.) y(y, 2) = w+ We), 
Oly, Ov Ow Iıy(z 
nr ee 
oder 
dıy(z Over 
(20.) En — Be - 


Dass auf der rechten Seite dieser Gleichung eine Function 
der einzigen Veränderlichen z steht, folgt schon aus den Erläu- 
terungen in $ 71, lässt sich aber auch zeigen, indem man den 
Ausdruck nach y differentürt. Dann erhält man nämlich mit 
Rücksicht auf die Gleichungen (17.) und (4a.) 

Ö 00.2 0% OH 020 O?w 
en (A Ö2 5) oy Öyöz Öydz 
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Aus Gleichung (20.) folgt daher 


(22.) ı(z) = /(n- —- dz +0, 
also nach den Gleichungen (9.) und (18.) 
(23.) u=v+w-+ (2), - 


wobei sich die Werthe von vo, w und w(z) aus den Gleichungen 
(8.), (17.) und (22.) ergeben. 


Man ist natürlich nicht an eine bestimmte Reihenfolge der 
Integrationen gebunden, d. = man ist nicht gezwungen, zuerst 


fh F(z, y, 2)de, sodann/( G— 3 )dı und endlich /(# — Sr )ae 


zu bilden, sondern man kann auch mit /G(x, y, z)dy oder 


/H(z, y, z)dz beginnen und dann die Rechnung in ähnlicher 
Weise fortsetzen wie bei dem angegebenen Verfahren. 


Man erkennt auch, wie sich die angegebene Methode auf 
Functionen von » Veränderlichen übertragen lässt. Dabei kann 
die rechte Seite von der Gleichung 
(24.) du = Mıdzı + Madxa + »-: + Mudan 
nur dann ein vollständiges Differential einer Function 
(25.) Url N) 


ze Bedingungen 


OM._ 6M; 


sein, wenn die 


(26.) Oxs Pr OXa 
befriedigt sind. Indem man 
(27.) © — /Mıda; ind 'w—=v + Pl2, 23, .:.Xn) 


setzt, hat man den vorliegenden Fall einer Function von » Ver- 
änderlichen auf den einfacheren Fall einer Function von a — 1 
Veränderlichen zurückgeführt, da dann noch die Function 
p(&, %3, ...%n) aus der Gleichung 

Kiepert, Integral- Rechnung. 27 


418 $ 74. Integration vollständiger Differentiale; Uebungs -Beispiele. 
Ov Od 

28. dp=( M,;— 7 )dzs (16 — 5,.) de 4 

( ) p ( 3) 724 3 Oz; 73 4 


+(M ix = dan 


zu berechnen ist. 


Bars 
Uebungs -Beispiele. 


Aufgabe 1. Man soll « als Function von x, y, z bestimmen, 


wenn | 
adz ac-+ bz bdz 

1. du= N N | 

1) Y VE 


gegeben ist. 
Auflösung. In diesem Falle ist 


(2.) Feng 


also 


(8.) EEG! 
|0_.%_ ; 
te) Eee 


Die rechte Seite von Gleichung (1.) ist daher ein vollstün- | 
diges Differential, und man erhält 


(4.) 4 = Fa - [= ®, 
URN 


(5.) RA Ad ar bz 
oyı y> ey 


Ov bz bz 
(6.) v=/(@-5,)@ =— (44 Tr, 


(7.) En 
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Ov Ow 


folglich wird 
(9.) al eier 


Aufgabe 2. Man soll « als Function von z, y, z bestimmen, 
wenn 


(10.) du = (y+yr)de+(32y’+xz 2 | gy2r)dy+ (dest 22ye 4 yP)dz 
gegeben ist. 

Auflösung. Hier ist 
(11) F=y’+y?, G=32y+22?+3y2, H= 42°-+22yz-+y, 
also 


ee er 
oy 0x ae, 
ORWOH 

En, bo "Ye 
0G OH { 
a Ta 


Die rechte Seite von Gleichung (10.) ist daher ein voll- 
ständiges Differential, und man erhält 


(13.) v — / Fdx — /(y? + yzd)de = xy? + zy2?, 
(14) @— n — (dry? + z2? + 3y?2) — (32y? + 22?) = 3y?2, 


ö 
(15.) w = /((s— [2 dıy < fay’edy za 


CB ET, ER = — (42? + 2ryz + y?) — 2ryz — y? — AR}, 


a) ve = (B- 5 )E = fire = +6, 


folglich wird 


I 
-] 
x 
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(18.) wg ty2+yzr+ +0. 


Aufgabe 3. Man soll « als Function von x, y und z be- 
stimmen, wenn 


T 1 2 
(19.) Di er + r) Ver — = .e 1 


Y kr Bert 
+ R +r) Se es siny |dy 


+ - + Yen ae 0082 |dz 


Tu aVz2 22? B= 
gegeben ist, wobei 
(20.) EIERN 
sein soll. 


Auflösung. Die Untersuchung, ob die rechte Seite von Glei- 
chung (19.) ein vollständiges Differential ist, kann übergangen 


werden, da sich ergeben wird, dass G 5 von x unabhängig 


Ö ee 
ist, und dass2772= a nur noch die einzige Veränderliche 
z enthält. Es wird nämlich, da =: —! ist, 

BEENDET, 


I et 
(21.) v = [Hr (a Heer VE ap ur de 


m an 
=1l(z+r) aresin(V) + 


(22.) a a En Ver 
Oy reH+r) YVar—ary) 
Ov 
(23.) G — Zr siny, 


(24.) w = /(« — 5.) dy = — |[sinydy = c0sy, 
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Ob z-+r zy z — Ow 
BR ER er 
Ozı Hain) Day ap 2 Oz 


(26.) iz) —(& — See — — feuszds = —siınz+(, 


folglich wird 


(27.) u=l\(e+r)— arcsin ("7 )+ a cosy—sinz + 0. 


(25.) 


XIH. Abschnitt. 


Theorie der gewöhnlichen Differential- 
Gleichungen erster Ordnung. 


8 75. 
Begriff und Eintheilung der Differential-Gleichungen. 

Jede Gleichung, in der mehrere Veränderliche und ausser- 
dem noch Differentiale oder Differential- Quotienten beliebig hoher 
Ordnung enthalten sind, heisst eine Drfferential- Gleichung. 

Da die veränderlichen Grössen &,y,z... selbst endliche, 
die Differentiale aber unendlich kleine Grössen sind, die neben 
den endlichen Grössen vernachlässigt werden dürfen, so müssen 
beide Seiten einer Differential- Gleichung Aomogene Functionen 
der Differentiale sein, d.h. sie dürfen sich gar nicht ändern, 
wenn man I 
du dr mer 
a2. CYsd2e. mL, 


dr 


Bey ade 2. cr. INILaEE 

multiplieirt und dann beide Seiten der Gleichung durch eine 
passend gewählte Potenz von 2 dividirt. 

Dies gilt auch noch, wenn in der Differential - Gleichung 
partielle Differentiale und Differential-Quotienten auftreten. 

Man unterscheidet gewöhnliche und partielle Differential- 
Gleichungen, jenachdem dieselben Functionen von einer einzigen 
oder Functionen von mehreren unabhängigen Veränderlichen ent- 
halten. Hier soll nur von den gewöhnlichen Differential -Glei- 
chungen die Rede sein. 
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Man theilt die gewöhnlichen Differential-Gleichungen in 
verschiedene Ordnungen ein nach der Ordnung des höchsten darin 
enthaltenen Differentials, bezw. des höchsten Differential- Quo- 
tienten. Es giebt also Differential-Gleichungen erster Ordnung, 
zweiter Ordnung, U. Ss. w. allgemein »!® Ordnung. Beschränkt 
man sich zunächst auf den Fall, wo nur zwei Veränderliche x 
und y mit ihren Differentialen vorkommen, so sind z. B. die 
Gleichungen 


rt) (3y? + 72?)dy + (122 -— 8a?)dx = 0, 
oder 
„dy 
(1a.) (3y? + 72°) LE 122% — 82? — 0, 
dy\® 
© 2 en 
(2.) az 2) = 0, 
dy\® 

(3.) y: +) —'q, 

| ZUR = 
(#.) TEEN .f(e) = $(2) 
Differential- Gleichungen erster Ordnung; die Gleichungen 

d?y T 
5.) TEN 
> ei 
(6.) Fe, we = Ge, u ni ) 
N 
Es T I: zn 

7.) 2 B ) 
d?y dx 


sind Differential- Gleichungen zweiter Ordnung, und die Gleichung 
d"ı dem: d 
(8.) Pl) Zn + Fa) Gt + Fa) + Pula) y = ©) 


ist eine Differential- Gleichung n‘“" Ordnung, und zwar heisst 
diese Gleichung eine Differential-Gleichung te Ordnung und 
ersten Grades oder eine Zineare Differential-Gleichung „ter Ord- 
nung, weil sie in Bezug auf die Grössen 
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dy day d”y 
de’ der’ de 
vom ersten Grade ist. 


S12708 
Auflösbarkeit der Differential- Gleichungen. 
Integrations - Gonstanten. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 177—180.) 
Die einfachste Form einer gewöhnlichen Differential-Gleichung 
zwischen zwei Veränderlichen = und y tritt bei der Ermittelung 
eines jeden Integrals auf, wo die Gleichung 


“ 


MY _ gi 
(1.) EP = f'«) 
gegeben und die Gleichung 
(2.) y=f@)+C 


so zu bestimmen ist, dass Gleichung (1.) daraus durch Differen- 
tiation abgeleitet werden kann. Man nennt dann 

(22.) y=/f'(e)de =f(e) + 0. 

das allgemeine Integral der vorgelegten Differential- Gleichung. 
Dabei tritt noch eine beliebige Integrations- Constante C aut, 
welche man so bestimmen kann, dass y den Werth 5 annimmt, 
wenn z gleich a wird. Setzt man nämlich 


C=5--f(a), 
so wird 


(2b) y=b+f(a)—f(a) = Fa, a, b). 
Will man das angegebene Verfahren auf eine beliebige 
Ditferential- Gleichung erster Ordnung 


dı 
(3.) en, )- 
übertragen, so heisst auch dabei die gesuchte Function 
(4.) les F(z, a, b), 


welche fürz= «a den Werth 5 annimmt, das allgemeine Integral 
der vorgelegten Differential-Gleichung, wenn Gleichung (3.) durch 
Einsetzen dieses Werthes von y befriedigt wird, wenn also 
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(5.) Ges Beta) a nr) 0 
wird, was auch x, « und 5 sein mögen. 

Man kann sich zunächst durch ein graphisches Verfahren 
davon überzeugen, dass ein solches allgemeines Integral immer 
existirt, bei welchem man den Anfangswerth 5 von y noch be- 
liebig annehmen kann. 

Bringt man nämlich die Gleichung (3.) auf die Form 


dy 
= (2, Yy), 


(6.) FE 
und beachtet man, dass der gesuchten Gleichung 
(7.) Ya Lie X) b) 


eine Curve in der XY-Ebene entspricht, so erkennt man aus 

der geometrischen Deutung des Differential- Quotienten (vergl. 

D.-R., Formel Nr. 16 der Tabelle), nämlich aus der Gleichung 
d 

(8.) ee tgu, 


dx 

dass Gleichung (6.) für jeden Werth von z die Richtung der 

Fig. 130. Curventangente anglebt; denn « 
ist in Gleichung (8.) der Winkel, 
welchen die Tangente mit der 
positiven Richtung der X-Axe 
bildet. Ist also A der Anfangs- 
punkt der Curve (Fig. 130) mit 
den Coordinaten a und d, so kann 
man die Tangente im Punkte A 
construiren, weil man aus der 
Gleichung 
(9.) t2«@ = ol(a, b) 
den Winkel « berechnen kann. 

Auf dieser Tangente liegt aber noch ein unendlich naher 
Curvenpunkt A, mit den Coordinaten «4, d,. Auch für diesen 
Punkt findet man aus der Gleichung 
(10.) tga = gylaı, bı) 
die Richtung der nächsten Tangente A,As, wobei der Punkt 
As dem Punkte A, unendlich nahe liegen möge, so dass auch As 
noch ein Punkt der Curve ist. Jetzt findet man aus der Gleichung 


0 X 
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(11.) tg = (as, b») 

die Richtung der Tangente im Punkte As. Indem man so weiter 
fortfährt, findet man beliebig viele Punkte und Tangenten der 
gesuchten Curve, welche der vorgelegten Differential -Gleichung 
genügt. 

Da man in Wirklichkeit die Punkte A, Aı, As,... einander 
nicht unendlich nahe legen kann, so liefert dieses Verfahren bei 
der praktischen Ausführung zwar nur ein angenähertes Resultat; 
in der Vorstellung ist man aber dieser Beschränkung nicht unter- 
worfen, so dass man damit bewiesen hat, dass die vorgelegte 
Differential- Gleichung immer ein Integral besitzt. 

Fig. 131. Gleichzeitig erkennt man aus 
diesem graphischen Verfahren, dass 
die Differential- Gleichung nicht ein 
Integral, sondern wnendlich viele 
Integrale besitzt. Weil nämlich 
Gleichung (6.) nur die Rechtung 
der Tangente angiebt, so kann man 
für die Abscisse z = a die Ordinate 
y=b noch beliebig wählen, d. h. 
es wird nicht ene Curve geben, 
welche der vorgelegten Differential-Gleichung genügt, sondern 
unendlich viele. 


rl 


Dieses graphische Verfahren kann man auch benutzen, um 
die auf einander folgenden Wertbe 5, d,, d2,... von y zu be- 
rechnen, denn aus Gleichung (6.) findet man zunächst 


bı —b 


[128 Dee (a, db), oder ıh =d+ (a1 — a)yla, b) 
ie 

und ebenso 

(13.) b»=bi + (a — a)y(a, bi), 


u.8s.w. Dabei sind allerdings d,, da,... nur Näherungswerthe, 
die um so weniger von den wahren Werthen abweichen, je 
kleiner man die Differenzen a, — 4, da — aı,... nimmt. 
Wesentlich ist dabei die Erkenntniss, dass, so lange die 
Function g(z, y) für die betrachteten Werthe von x und y ein- 
deutig und stetig bleibt, einer stetigen Aufeinanderfolge der 
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Werthe von z auch eine stetige Aufeinanderfolge der zugehörigen 
Werthe der y entspricht. Macht man daher die Voraussetzung, 
dass die Differential-Gleichung (6.) ein Integral von der Form 
(14.) y= Fa, a, b) 

besitzt, so kann man diese JIntegral- Function, welche der 
Kürze wegen mit ‚f(z) bezeichnet werden möge, mit Hülfe 
des 7aylor’schen Lehrsatzes nach steigenden Potenzen von —« 
entwickeln, wobei noch der Anfangswerth a ganz beliebig ist. 
Dies giebt (vergl. D.-R., Formeln Nr. 50 der Tabelle) 


(15) fa) =fa + 2). +) ar + 
RO (@—a)® + R. 


Bezeichnet man den willkürlichen Werth von y, welcher 
dem Anfangswerthe z = a zugeordnet ist, mit d, so wird 
(16.) Dar 

Nur diejenigen Werthe von « und 5 sollen ausgeschlossen 
werden, für welche die Function g(z, y) unstetig wird. 

Aus Gleichung (6.), nämlich aus der vorgelegten Differential- 
Gleichung 

d 

Ze pe, 4 ) 
folgt dann zunächst 


dı 
(17) FW=(Z)_-r@). 
Ar Y dy 
Hierbei ist mit & der Werth von 7 bezeichnet, wel- 
chen man erhält, wenn man z=a«a und y=D setzt. Ebenso 
möge 


dr; 
\ (n) = 5) 
(18 ) - A (a) (zz RR 
di" 
aus hervorgehen, indem man z=a, y=b setzt. Aus 


Gleichung (6.) folgt dann weiter (vergl. D.-R., Formel Nr. 87 | 
der Tabelle) 
ey __ Ole, y) A y).dy _ N 


dx? 


d’ey  O®p Ö?p dy Op S 
Aber 05 Br gas 2+: öy, a ): 2 2 da?’ 
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Bezeichnet man der Kürze wegen 
day Pr dy(z, Y) 
da? dx 


day | do‘ dp‘(z, y) Yy) : uu/ 
PR re mit 9, y), 


mit pa, y), 


dry dp®- 2 (z, Yy) . \ 
S SD a (n—1) } 
dr" dr mit Yp (z, Y) ’ 


so gehen die Gleichungen (19.) und ne über in 


d?ı 
(19a.) Za= yılz, y) + plz, ya p‘z, Yy); 


d’y j RR AH ) 
(202.) Y=gule,y) + pl, Varet (2, Y), 


Daraus findet man 
(21.) fa) = la, b), fa) = pa, db), F(a) = P“(a, b),. 
d. h. man kann sämmtliche Coefficienten auf der rechten Seite 
von Gleichung (15.) berechnen. 


Die Bedingungen dafür, dass der Rest & für hinreichend 
grosse Werthe von » beliebig klein wird, sollen erst an einer 
späteren Stelle aufgesucht werden, erstens, damit die vorliegende 
Darstellung nicht unterbrochen wird, und zweitens, weil die 
Herleitung dieser Bedingungen für den Anfänger möglicher Weise 
noch zu schwer ist. Deshalb möge die Untersuchung der Con- 
vergenz in einem besonderen Paragraphen ausgeführt werden, 
den der Anfänger nöthigenfalls übergehen kann, ohne das Ver- 
ständniss für das Folgende zu verlieren. 


Es möge hier also vorausgesetzt werden, dass die durch 
das beschriebene Verfahren aufgefundene unendliche Reihe 


22) fe) = fu) + et 


convergent Sei, dann kann man auch beweisen, dass 


(23.) y=f(«) 


«— a) + 


$ 76. Auflösbarkeit der Differential-Gleichungen. _ 429 


das allgemeine Integral der vorgelegten Differential-Gleichung ist, 
wobei nach Gleichung (16.) 

fa)=b 
sein soll. Setzt man nämlich den gefundenen Werth von y in 
die Function g(z,y) ein und entwickelt dieselbe nach steigenden 
Potenzen von 2 — a, so wird 


(24) 4, y) = la, 8) + 5 


Andererseits erhält man aus Gleichung (15.), da die rechte 
Seite dieser Gleichung eine Potenzreihe ist, die man differentirt, 
indem man die einzelnen Glieder differentirt, 


2) Perla) +f"W De 
Nun ist aber nach den A Bu 
Fa) = ya, db), (a) = ya, db), fa) = Ya, b),... 
d. h. die rechte Seite von Gleichung (25.) stimmt Glied für Glied 


mit der rechten Seite von Gleichung (24.) überein, folglich 
müssen auch die linken Seiten einander gleich sein; es ist also 


dı 
(26.) = re y). 


was zu beweisen war. 
Man kann demnach 
y=f(e) — Fe, a, b) 
so als Function von z bestimmen, dass einem gegebenen An- 
fangswerthe x = a ein beliebiger Anfangswerth y = 5 zugeordnet 
ist, und dass diese Function der vorgelegten Differential-Gleichung 
genügt. 


u „b ‘, 
dt 


u 


Das angegebene Verfahren kann in allen Fällen, wo y(z, y) 
eine eindeutige, stetige Function ist, angewendet werden und 
wird meist sehr brauchbare Resultate liefern. In vielen Fällen 
wird es aber möglich sein, das allgemeine Integral in geschlossener 
Form, d. h. oAne Reihen - Entwickelung durch eine Gleichung 
(27.) Dr, y, C)= 0 
darzustellen. Aus dieser Gleichung, welche man die „Integral- 


- 
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Gleichung“ nennt, kann man ım Allgemeinen die Integrations- 
Constante C so bestimmen, dass für <= «a die abhängige Ver- 
änderliche y gleich 5 wird; man braucht ja nur die Gleichung 
(28.) DIaSB Cl 

nach C' aufzulösen. Setzt man einen der gefundenen Werthe 
von EC in die Gleichung (27.) ein und entwickelt wieder y nach 
steigenden Potenzen von 2 — a, so muss man genau dasselbe 
Resultat wie vorher erhalten, weil in beiden Entwickelungen das 
erste Glied gleich d wird, und weil sich die Coefficienten der 
folgenden Glieder schon aus der vorgelegten Differential-Gleichung 


dy 
(29.) 7, ya y) 


ergeben, welche aus der Integral-Gleichung (27.) durch Differen- 

tiation hervorgeht. Rechnet man nämlich aus Gleichung (27.) 
RO dy 

die Grössen y und dr 

ein, so muss die Gleichung identisch befriedigt werden, sie muss 

für alle Werthe von z und C gelten. Deshalb kann man auch 

die Differential-Gleichung (29.) aus den Gleichungen 

OD | OD dy | 

Oz ' Oy de \ 

durch Elimination von C herleiten. 

Wie man also auch die Integral-Gleichung aufgefunden 
haben mag, man erhält in allen Fällen dasselbe allgemeine 
Integral, so lange g(x, y) für die betrachteten Werthe von 
und y eine eindeutige, stetige Function ist. 


aus und setzt dieselben in Gleichung (29.) 


(30.) D2Y, CH 0NEund 


Durch eine Gleichung zwischen z, y,z wird die veränder- 
liche Grösse z als Function der derden unabhängigen Veränder- 
lichen z und y dargestellt. Will man die beiden Veränderlichen 
y und z als Functionen der einzigen Veränderlichen x erklären, 
so braucht man dazu zwei Gleichungen zwischen r, y, 2. (Vergl. 
D.-R., Seite 485—89.) 


In gleicher Weise würde eine Gleichung zwischen z, y, 2, 


u BEdZEE . : N 2 a 
a 7 nicht ausreichen, um zwei veränderliche Grössen y und 
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z als Functionen der unabhängigen Veränderlichen z zu er- 
klären. Es müssen also mindestens zwei solche Gleichungen 
gegeben sein, die man „ein System simultaner Differential- 
Gleichungen“ nennt, weil sie gleichzeitig gelten. Der Einfach- 
heit wegen kann man sich diese Gleichungen auf die Form 


d dz 
(31.) = vl, Y, 2); Pros ve, Y, 2) 


dx 
gebracht denken. 

Auch hier ergiebt sich ohne Weiteres die geometrische 
Deutung und damit die Auflösbarkeit dieser Differential - Glei- 
chungen. Beachtette man nämlich, dass zwei Gleichungen 
Eiz, ya). eeund G(2,4,2) 07 zwischen? 2,9, 2 ım All- 
gemeinen einer Araumcurve entsprechen, und dass nach D.-R., 
Formel Nr. 142 der Tabelle die Tangente an die Raumcurve im 
Punkte P die Gleichungen 


d 
(32.) y-y-(@—a, !—2=7(@—2) 


hat, so erkennt man, dass die Gleichungen (31.) für jeden be- 
liebigen Punkt der Raumcurve die Richtung der Tangente an- 
geben. Den Anfangspunkt A mit den Coordinaten a, d, ce kann 
man noch beliebig annehmen und findet dann aus den Glei- 
chungen (32.) die Gleichungen 

(33.) 1 —b= (ai 1 a)p(a, b, c, 1 —c= (aı LE a)ıb(a, b, c) 

‘ die Coordinaten «a,, di, cı eines benachbarten Punktes A, auf 
dieser Tangente, wobei man noch den Werth von a, so nahe 
an «a annehmen darf, wie man will, damit der Punkt A, auch 
noch auf der Raumcurve liegt. Ebenso findet man aus den 
Gleichungen 


(34) 9 — bs = (m —a,)g(aı, bi, cı), ae —cı = (a — a)W(aı, di, Cı) 
die Coordinaten eines dritten Curvenpunktes As und kann in 
dieser Weise beliebig fortfahren. 

In Wirklichkeit kann man auch hier die Punkte A, 4,; 
As,... einander nicht unendlich nahe legen und erhält daher 
bei der praktischen Ausführung dieses Verfahrens nur ein an- 


genähertes Feesultat, in der Vorstellung ist man aber dieser Be- 
schränkung nicht unterworfen. 
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Gleichzeitig erkennt man aus dieser Betrachtung, dass die 
Anfangswerthe 5 und e von y und z, welche dem Anfangswerthe 
x = a entsprechen, noch ganz beliebig sind, so dass das System 
simultaner Differential-Gleichungen noch zweifach unendlich viele 
Lösungen besitzt. 

Dieses Resultat ergiebt sich auch aus der analytischen Be- 
handlung der Aufgabe. Setzt man nämlich 


(35.) y=f@) ud 2=y(e), 
(36.) it) re 

wobei die Anfangswerthe 5 und e noch ganz beliebig gewählt 
werden dürfen, so wird nach dem , Lehrsatze 


z: 
ar ur = 0, he 


(33) == 1a) =) + Me) + N ea + 


; = (2 — ao)" +, 


und man erhält nach den Gleichungen (31.) 


(39.) (Z) le) na N 
dz 

(40.) 1) = via dr 0) 

Bei wird 

d Ö Op d Ö dz 

a1) If == + vater ren) 

a, u “ Ovdy Owde 
(42.) de I Kar dr Ör RR öy nz Öz d ker = UV (z; Y; 2); 
also 
(43.) (a) = y‘(a, b, ec), 


(44.) ga) = w‘(a, b, ce). 
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In derselben Weise setze man 


u —_ IPR. y, 2) _ 09‘ | Oy' dy | Oy‘ de 
a) = dz Be 32 Öy de Br Orade ala: 
444 dv‘ (2 Y, 2121 ow‘ dy öw‘ dz DE u 
a de -% 4 Oy EFERT;P en en] 


und fahre mit der Bildung der höheren Ableitungen fort bis 


do" (x, y,2) 
sera) TEE < ee, yu9) 


dx 
male, y,2 
ge) = TE = ya, y,2); 
dann findet man 
(45.) Telar ou laNd.), 
(46.) ga) = ye-Nla, b, ec). 


Wenn go(z, y, 2), v(z, y, 2) und die partiellen Ableitungen 
dieser Functionen für die betrachteten Werthe von z, y, z 
stetig und eindeutig sind, so lässt sich wieder durch functionen- 
theoretische Untersuchungen zeigen, dass die Restelieder R, 
und AR, für hinreichend kleine Werthe von |e— «| mit un- 
begrenzt wachsendem » verschwindend klein werden. Dann sind 
die Gleichungen (37.) und (38.) die allgemeinen Integral- Glei. 
chungen der gegebenen Differential-Gleichungen, denn man kann 
zeigen, dass die gefundenen Werthe von y und z den Glei- 
chungen (31.) genügen, wie man auch die Anfangswerthe 5 und 
c wählen mag. Setzt man nämlich die gefundenen Werthe von 
y und z in y(z,y,z) und v(z, y,z) ein und entwickelt diese 
Functionen nach steigenden Potenzen von z— a, so wird 


(47) 921) = ya, +) a) 


44f b 
ag. oe 


nn a 


RN EI 


ee 


er ir: 


Kiepert, Integral - Rechnung. 28 
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Andererseits findet man aus den ln (37.) und (38.) 
durch Er) 


a) pa + Pay art .., 
A 


60 E =) + a4 aa + 

Aus den Gleichungen (43.) bis (46.) erkennt man aber, dass 
die rechten Seiten von Gleichung (47.) und (49.), desgleichen 
auch von Gleichung (48.) und (50.) Glied für Glied mit einander 
übereinstimmen, folglich sind auch die linken Seiten einander 
gleich, d. h. es wird 


| d 
(51.) = ya v2), 


d. 
(52.) E =y ve, Y; 2). 


Besonders zu beachten ist dabei der Umstand, dass man 
über zwer willkürliche Integrations-Constante verfügt, indem man 
die Anfangswerthe 5 und ce von y und z noch beliebig wählen 
darf. 


Man kann dieses Verfahren ohne Weiteres auf ein System 
von m simultanen Differential-Gleichungen erster Ordnung mit 
m Functionen Yı, Y2,... Ym der einzigen unabhängigen Veränder- 
lichen x übertragen. 

Denkt man sich nämlich die Gleichungen auf die Form 


d 
Te = 18; Yı, Yo - - - Ym); 
dysa 

(53.) Tyan... Ya); 
dym 


Er pm; Yı, Yy »»- Ym) 


gebracht, so kann man noch die dem Anfangswerthe = a 
zugeordneten Anfangswerthe di, b2,... 0m VON Yı, Ya, +» Ym 
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beliebig annehmen und dann diese Functionen yı, Y3,...%Ym nach 
steigenden Potenzen von z— a entwickeln. Dies giebt 


l he) = Au iR ee a (a) ae 


= = fe) =fıla) + 2 (2 — a) + Kor a)... 


IE TEBIF RN EIC ERBNDE ELTERN 
wöbeltnew 1er. em 
(55.) Fala) = ba, Fa’la) = 

Da = s 
6) = (Fe) - 2) _ 90(a; bi, day... öm), 


allgemein 


Ve) —gyala; di, du... im) 


5 dr ” dr— ig 
(97.) 7%, (a) — N BE ri), — AUS bı, b>, eh bu); 
und zwar findet man Be D.-R., Formel Nr. 136 der Tabelle 
ER pe ee, 2m). ansı der. Gleichung 

dpe _ Opa , Opu dyı , Ya dys Opa dym 
637) Gr ok Oyı de ' Oys de Oym de 


wobei man noch aus den Gleichungen (53.) die Werthe von 

la 2) % m. ‘ : 
HR, BA, Z einsetzen muss. Ebenso findet man aus Glei- 
dt de dx 


chung (58.) 


d" Da 


(59.) Tan — Pa" @; Yu 9m + - Ym)ı 


indem man 9. mit 9.1) vertauscht. 

Aus dieser Lösung ergiebt sich, dass man bei der Integration 
noch über m» willkürliche Integrations-Constanten dı, ba, . . . du 
verfügt. 


Gelingt es, das System simultaner Differential-Gleichungen 
in geschlossener Form zu integriren, so ist es natürlich nicht 
immer nöthig, dass die m Integrations-Constanten gerade die 

25* 
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Anfangswerthe di, da, . . . dm VON Yı, Y2y - » » Ym Sind. Die Lösung 
kann auch durch das Gleichungssystem 

ERY US RUM SECHLa Re 
(60). ER) 
ET Ye Yen ROLE 


gegeben sein. Ob diese Gleichungen wirklich ein System von 
Integral-Gleichungen sind, kann man ermitteln, indem man aus 
den m Gleichungen (60.) und aus den m» Gleichungen 


dF, dFs _ dFn 
He RE EN 
die m Grössen cı, co, . -. Cm eliminirt und dann untersucht, ob 


das sich daraus ergebende System von m Gleichungen mit den 
Gleichungen (53.) gleichbedeutend ist. Sollen die Gleichungen 
(60.) das System der allgemeinen (oder vollständigen) Integral- 
Gleichungen sein, so muss es möglich sein, die Constanten cı, 
Ca, +. Cm 80.Zu bestimmen, dassı7yı, Yo, ... 4m, Tür 2 ale 
beliebig vorgeschriebenen Anfangswerthe d,, ds, ... . d„. annehmen. 


Auf den soeben-erläuterten Fall lässt sich auch die Inte- 
eration der Differential-Gleichungen höherer Ordnung zurück- 
führen. Ist z. B. die Gleichung 


(62.) Fix, Y, Fr 2 ypntet Izm =(), 
oder 

dry er dy d?y dmiy 
(63.) / dam — p\%, % de da? { der 1 


gegeben, so setze man 

dy d’y  dAyı dry dym-a 
da 0 de da N mit Tode. 
Dadurch kann man die gegebene Differential-Gleichung auf 
die Form 


(64.) 


— Yn-ı- 


x dym_ 
(65.) nn = plz; Y, Ya, Y2 +» Ym-1) 


bringen, d. h. man hat die Differential-Gleichung mt Ordnung 
durch ein System von m Differential-Gleichungen erster Ordnung 
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ersetzt, welche durch die Gleichungen (64.) und (65.) gegeben 
sind. 

Bei der Lösung kann man noch dem Anfangswerthe z = u 
die willkürlichen Anfangswerthe 5, di, da,... dm-ı Von 9, Yı 
Y2, - ++ Ym-ı Zuordnen. 

a: aus ergiebt sich für % he Reihen - Entwickelung 


(66) vs) Fl) +) N ar +, 
wobei 

(Tb, Fl) = bi, Fa) = by... Fa) = bucı 
ganz beliebige Grössen sind. Die höheren an findet 
man aus den Gleichungen 

(Fre <ota d EN). 

(68.) de (a) = y I Dil selon r), 

Die hier onetlete Methode hat den Nachtheil, dass sie 
die Integral-Gleichungen nicht in endlicher, ee Form 
liefert, aber sie giebt den Nachweis, dass bei der Integration 
einer Differential-Gleichung »»!*" Ordnung » beliebige Integrations- 
Constanten auftreten. 

Die Anzahl der Fälle, wo man die Integral-Gleichungen in 
endlicher, geschlossener Form auffindet, ist verhältnissmässig 
klein; in den meisten Fällen führt die Integration der Differen- 
tial-Gleichungen durch unendliche Reihen auf bisher unbekannte 
Functionen. 

In.den späteren Paragraphen sollen nur einige Aufeaben 
hervorgehoben werden, bei denen die Lösung in endlicher Form 
möglich ist. 

Zunächst aber soll noch die Untersuchung nachgeholt wer- 
den, unter welchen Bedingungen die Integration der Differential- 
Gleichung 

dy 
a yey) 
durch eine convergente Reihe von der Form 


ss) Ha Meat: 
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möglich ist. Da aber die dazu erforderlichen Beweise etwas 
schwierig sind, so darf der Anfänger, wie schon oben bemerkt 
worden ist, den folgenden Paragraphen ohne Nachtheil für das 
Verständniss der späteren Paragraphen übergehen. 


Se 
Untersuchung der Convergenz-Bedingungen. 


Die Integration eines vollständigen Differentials von zwer 
unabhängigen Veränderlichen 
(1.) du = M(z, y)dx + Na, y)dy 
kann noch in einer etwas anderen Form ausgeführt werden, als 
es in 8 71 geschehen ist. Bezeichnet man nämlich die Function 
«, deren vollständiges Differential durch Gleichung (1.) gegeben 
ist, mit f(z, y), so kann man noch die Integrations-Constante 


C=—f(a, b) 
hinzufügen und dadurch erreichen, dass 
(2.) u=f(e,y) —f(a ) 


für <= a und y=b verschwindet. Diese Function « erhält 
man, dem früheren Verfahren entsprechend, indem man zu- 
nächst 


8) = Me, y)de + 9) 


setzt, wobei p(y) noch eine passend zu bestimmende Function 
der einzigen Veränderlichen y ist. 

Zur Ermittelung dieser Function beachte man zunächst, 
dass 
(4) OM(z,y) _ ON (a, y) 
ö Oy Or 


sein muss, damit du ein vollständiges Differential ist. Deshalb 
findet man, indem man die Gleichung (3.) partiell nach % 
differentiirt und dabei auf der rechten Seite die Differentiation 
unter dem Integralzeichen ausführt, 


| 
| 
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ou OM(e, Yy) 


4 ON(E, Y) 4 
9 la rl art), 


oder mit Rücksicht auf Gleichung (1.) 


N W= [NN + FW) 


Oy 
= N(&,y)— N(a, y)+ 9‘), 
oder 
(6.) YW)= Na y), PY)=IN (a y)dy. 


Dies giebt 


2 y 
(7.) u—=/M(z, y)dz + /N (a, y)dy. 
a b 
Ebenso findet man 


Y en 
(8.) u=/N(e, y)dy+/M(z, b)de. 
b a 


Indem man die beiden für « gefundenen Werthe einander 
gleichsetzt, erhält man 


(9) Se, )— Ma, B))de =/IN &, y)— N(a, Y)lay. 


Diese Gleichung gilt für zwei beliebige Functionen M(z, y) 
und N(z, y), welche der einzigen durch die Gleichung (4.) auf- 
gestellten Bedingung unterworfen sind. 

Jetzt sei f(z) eine Function, welche für die betrachteten 
Werthe der complexen Veränderlichen 


(10.) z=.+yi=r(eost + isin!)=r.e*) 
eindeutig und stetig sein und eine bestimmte, stetige Ableitung: 
f‘(@) besitzen möge; dann wird 


aa) dz — efidr + ir. e'dt, 
(12.) S(z)dz= M(r, t\dr + N(r, Y)dt, 
wobei 


*) Das Argument ist hier mit 2 und nicht, wie gewöhnlich, mit 
bezeichnet, damit der Buchstabe in dem Folgenden noch als Functions- 
zeichen verwendet werden kann. 
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(13.) Mies rinnen 
(14.) NAILS Teer are 
Zunächst erkennt man, dass die rechte Seite von Gleichung 
(12.) ein vollständiges Differential ist, denn es wird 
OMEONGR: | = | 
Perg vet flr en Er ef rean: 


Setzt man die Werthe von M und N aus den Gleichungen 
(13.) und (14.) in die Gleichung (9.) ein, indem man x mit v 
und y mit 2 vertauscht, so erhält man 


(15.) N |M(r, ) — M(r, b)]ldr = 24 [N (r, £) — N(a, t)]at. 


Da die Grenzen « und r, 5 und Z noch ganz beliebig sind, 
so Setze man 
o=0, 5b=0, t=2aın, ao He], me ij], 
während » vorläufig noch einen beliebigen Werth haben soll. 
Da f(z) für die betrachteten Werthe von z nach Voraussetzung 
eindeutig und stetig ist, so wird nach Gleichung (13.) 


(16.) M(r, ) — M(r, b) =f(r) — f(r)=®, 
und nach Gleichung (14.) 
(17) Nir, DD lert) Sarmert ine 


folglich geht Gleichung (15.) über in 


27 Dre 
SNe, ddt = ifr..ef(r.. et)dt = 0, 
0 0 
oder 
Ir 27 
(18.) Ir .eif(r .et)dt = Szf(z)dt = 0, 
0 0 
wo bei der Integration r einen constanten Werth hat. Für 


(19.) fe) = arm aha 


DU 
erhält man daher 


2 


je Fo— Fo) y_, 
Om i 


0 
oder 
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en EROE _ Fla of et 


eh 


0) 


Nun wird, wenn |@a|<|z| ist, nach dem binomischen Lehr- 
satze 


z a ar’ .a° 
(21.) en en ae en ea 
Fe (Br z 2 2 
also 
art 
dt M=OO dt 
(22.) Fe z fa: ERS f; “ 
en, 
an 
dd 
— I E > == e-mtidt 


folglich geht Gleichung (20.) über in 


ER z)dt 
(23.) rz8 a It . F(a), 
alte 
odei 
(24.) ee zFle)d 


2 2 — u 
0 
Diese wichtige Formel rührt von Cauehy her und kann noch 
in folgender Weise verallgemeinert werden. Differentirt man 
beide Seiten der Gleichung (24.) nach «, so erhält man, indem 
man auf der rechten Seite die Differentiation unter dem Integral- 
zeichen ausführt, der Reihe nach die Gleichungen 


UELI /E Plz)de 
le an lo, ; 
0 

i 2 (zFlo)di 
Fa) = 


nr (z — a)® i 
0) 
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1.2.3 (zF(e)dt 


Vu en: = “re gas , 
0 
allgemein 
277 
2 (m zF(z)dt 
(25.) )(a a) = ST ee A 7 


Der absolute Betrag von = bleibt bei der Integration con- 
stant und möge deshalb mit R bezeichnet werden, so dass 
z—= R.e® wird. Dadurch” geht” "GleichungV(25.) fürzge 
über in 

27 


! 
(26.) FEN) =, 7 Er) FR. e')dt. 


Wenn man schliesslich noch 
F@) = y(a + 2) 
setzt, so ergiebt sich hieraus die Formel 
27 


m! 


5) (m) a ix — mei ti 
(27.) p (a) I. an mt y(a u R.e JE. 


Da man ein bestimmtes Integral als Summe von unendlich 
vielen, unendlich kleinen Grössen auffassen kann, und da der 
absolute Betrag einer Summe (gleich oder) kleiner ist als die 
Summe der absoluten Beträge (vergl. D.-R., S$ 134), so erhält 
man aus Gleichung % die Em Ungleichung 


SFr, flemsl.lga+ R.e)ld 


oder,. da east, 


27 


(28.) HN) SZ, En 5 nm /|9la+ R.e")| dt. 


EZ 

Bezeichnet man nun mit @ den grössten Werth des abso- 
luten Betrages von y(z), wenn rinz=a-+r.ei alle Werthe 
von 0 bis R und ? alle Werthe von 0 bis 27r durchläuft, so 
ist auch 
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(29.) |yla+ R.e) |< 6, 
und die Ungleichung (28.) wird noch verstärkt, wenn man 
|yla+ R.e‘)| mit G vertauscht; folglich findet man 


27 
m! -m!G 
(m) er rt at de De 
|Y (a) | = af ei Rn 
0 


Damit ist der folgende Satz bewiesen: 

Satz 1. Ist y(z) eıne eindeutige Function der complexen 
Veränderlichen <=a-+r.eti, welche mit ihrer ersten Ableitung 
stetig ist, so lange rZ—R bleibt, und ıst G der grösste Werth 
des absoluten Betrages von g(x), wenn r alle Werthe von 0 bis 
R und t alle Werthe von 0 bis Dre durchläuft, so ist 


! Y 
(80.) IS - 


Diesen Satz kann man sogleich auf Funetionen von zwei 
oder mehr Veränderlichen übertragen. Aus Gleichung (27.) 
folgt, wenn man y zunächst als Constante und „(z, y) als 
Function der einzigen Veränderlichen x betrachtet, 


277 


mnld ! 
a) FEN = fe pla+R. es, Yan) 


9. Rn 


0 
wobei %(z, y) als Function von = denselben Bedingungen unter- 
worfen ist wie vorher g(z). Difterentürt man beide Seiten dieser 
Gleichung »-mal partiell nach y, so geschieht das auf der rechten 
Seite der Gleichung wieder, indem man unter dem Inteeralzeichen 
differentiirt. Dadurch erhält man | 


OÖ” plz, Y) 


*) Hierbei ist der Werth von — ET für ce=a der Kürze wegen 
x 


O”yl(a, Yy) 
mit ———-— bezeichnet. In ähnlicher Weise möge in dem Folgenden 


0a” 
rag: x y) 
der Werth von ar 3 für =a, y=b der Kürze wegen mit 
0x” Oy 
O"t" la, b) 


bezeichnet werden. 


0a” 0b" 
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2X 
2 Ortrcpla, Y) IR m Br} Org(a E= RR et! ’ an 
(32.) Daroy nr ih Oy" = 
0 


Nun ist aber wieder nach Gleichung (27.), wenn man z 
mit y, «a mit d, t mit vw, m mit » und & mit S vertauscht, 


b) 


n ti ! \ 
(33.) EN fe" nla — R3 ei, base e)du, 


0 


wobei man voraussetzt, dass die Function y(z, y) auch in Bezug 
auf y mit ihrer ersten Ableitung eindeutig und stieg ist, und 
wo y gleich 5+S.e““ gesetzt ist. Für y gleich 5 geht daher 
Gleichung (32.) über in 
Ortrg(a, b) 3 
(34.) am Ob" 


2r 2 
m!n! 


An? Im N a C + MEER eti, b - Pa er dt du. 
00 


Ist @ der grösste Werth des absoluten Betrages von o(z, Y), 
wenn r—=|zx| alle Werthe von 0 bis 2, s=|y| alle Werthe 
von 0 bis S5, 2 und « alle Werthe von 0 bis 27 durchlaufen, 
und wendet man jetzt wieder den Satz an, dass der absolute 
Betrag einer Summe (gleich oder) kleiner ist als die Summe der 
absoluten Beträge, so findet man aus der Gleichung (34.) die 
Ungleichung 


271 277 

Wels l m!n! $ 

| Son affie« ar R 3 6 Ö Zi8 Dr e*) | di du 
| 0.0 


271.270 


m! n! 
A E 
er af fowan 


Ortro(a, b) | SANT n!G 
| Oam Ob" Niger Rn , sm 


Damit ist der folgende Satz on 
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Satz 2. Ist p(x,y) eine eindeutige Function der beiden 
complexen Veränderlichen 
A ER Ba FEN en 


welche mit den beiden ersten partiellen Ableitungen 


9, Y) 
9) 


0) yz, Yy) 
Or 


stetig ist, so lange r<R,s<S bleibt, und ist @ der 


4 
grösste Werth des absoluten betrages von ylz,y), wenn r alle 
Werthe von 0 bis R, s alle Werthe von O0 bis 8, t und u alle 
Werthe von 0 bis 2m durchlaufen, so ist der absolute Betrag 


m+n In!G 
2 Ortrglz, y) m!n! 


für e=a,y=b kleiner als 


Oaröy" Ru, sn 
Diesem Satze kann man noch eine andere Fassung geben. 
Es sei 
(36.) De, Ha? Gay, Arzzuy 
dann wird 


OD) m!in!G 
are 


also-tur ar ar u = 


ah LIKE b) Bin, m! 7! (+ 
(38.) Oar ob" = _ Rm s® 2 


folglich geht Ungleichung (35.) über in 
Ortng(a, b) | | Or+nD(a, b)| 

=, 2 
| Var ob" | == | Oarob" | 


Nun lässt I die Differential- Gleichung 


we — = —= biz, y) 
dx ee (177°) 
Se irn 
sehr leicht integriren, wenn man a (40.) auf die Form 


En en) zu ER 


(39.) 


(40.) 
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bringt und beide Seiten der Gleichung integrirt. Beachtet man 
dabei noch, dass u — 5 sein soll für = a, so findet man 


ware 


TREE 


y—b= e + 26.R.8.11—): 
Anus dieser Gleichung erhält man für = «a 
Yo Ser8, 
folglich muss man das untere Zeichen nehmen, damit y= 0 
wird für 2=a; es ist also 


(43.) y=b+ s-ys 2 


Diese Function ist eindeutig und a so lange 


(44.) 15° )|> ee 5’ 


denn die Quadratwurzel wechselt nur dann ihr Vorzeichen, wenn 
der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen verschwindet, wenn also 


= 
u Sn eur en Te  — 


1( — a. wird; und auch der Werth von 
(1-77) ist in diesem Falle eindeutig bestimmt, weil er 
für x = a verschwinden soll. Setzt man 

(45.) r(1 Elan =.) = 

und beschränkt x auf solche Werthe, für welche 

(46.) Ie—al<g 


ist, so wird mit Rücksicht darauf, dass der absolute Betrag einer 
Differenz (gleich oder) grösser ist als die Differenz der absoluten 
Beträge, 
re T 5 a 

Nun ist der absolute Betrag des Logarithmus einer com- 
plexen Grösse r.er' (gleich oder) grösser als der Logarithmus 


des absoluten Betrages dieser Grösse, denn es ist allgemein 


(47.) 1z°|21- 
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Ir.e)|=| Ir +el=Ylr? + >1r, 
folglich ist auch 

ER 
48. 1a-255)) = EN ah 
(48.) | N n> ee 
Wenn also die Ba er ei so gilt erst recht die 
Ungleichung (44.). Dann wird aber y= F(x) eine eindeutige, 
stetige Function, die man mit Hülfe des Taylor’schen Lehrsatzes 
nach steigenden Potenzen von 2— a entwickeln kann; und zwar 

findet man die Coefficienten der Reihe 


a9) y=54 9a + @—ap+ 


aus Gleichung (40.). Es ist nämlich 
F'(a) = Ola, b) = G, 
0D OD dy 
0x oy dx 2, Eu 
re 0: 0:® Bun O?D /dy re 
Er [0r ae BE a 2% at 2 da? je ya 


Au 


a al, 


Ne 


(50.) 


Die Bildung dieser Ausdrücke wird dadurch hen 
dass nach Gleichung (38.) 
ortr® .m!n!G 
ee omas: 
ist. Gleichzeitig erkennt man hieraus, dass die partiellen Ab- 
leitungen von ®(z,y) für z=a, y=b sämmtlich reell und 
positiv sind. Deshalb sind auch die Grössen (a), F'(a), F"(a),... 
sämmtlich reell und positiv. 
Bezeichnet man mit A den grössten Werth des absoluten 
Betrages von y, wenn in 


z=a+tr.e 
r alle Werthe von 0 bis g und alle Werthe von 0 bis 2r 
durchläuft, so wird nach Ungleichung (30.) 


(51.) F@)(a) < = = A 


’ 


folglich ist die Reihe auf der rechten Seite von Gleichung (49.) 
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convergent, da die einzelnen Glieder derselben (gleich oder) 
kleiner sind als die Glieder der geometrischen Progression 
Az—a) Alz—a)”? , Aıc— a) Ag 


i 2 eis een m. er Een 
(5 ) A ' g? g° a5 g—(2—a) 


. = 


Vergleicht man nun mit der soeben gelösten Differential- 
Gleichung erster Ordnung die allgemeinere 


d 
(53.) r. YIZ pt, y), 


so ergiebt sich Folgendes. Es sei wieder y(z, y) eine eindeutige 
Function der beiden complexen Veränderlichen 

a en a EN er 
welche den in Satz 2 angegebenen Bedingungen genügen möge, 
dann kann man jetzt beweisen, dass die schon in Gleichung (22.) 
des vorhergehenden Paragraphen aufgestellte Reihe 
(54) y=b aa (z—a)’+ +-- 
convergent ist für alle Werthe von x, bei denen der absolute 
Betrag von 2 — a kleiner als g ist. 

Nach Ungleichung (39.) war nämlich 
| 0"*" (a, b)\ Dr O"tRD(a, b) 


’ 


| Oam Obn | = oa ob" 
folglich wird auch der absolute Betrag von 
| 
saa)=(F 


’ Dh z=a, y=b 

(cleich oder) kleiner als 
dP-!ID 
Fir\(a) = zu) a 

wie aus der mehrfach erwähnten Bildung der Grössen f’(«), 
F'(a), F'(a),... und F'(a), F'(a), F"'(a),... hervorgeht. Unter 
der Voraussetzung, dass die Reihe auf der rechten Seite von 
Gleichung (54.) convergent ist, war aber schon in dem vorher- 
gehenden Paragraphen nachgewiesen worden, dass die Gleichung 
(54.) das allgemeine Integral der vorgelegten Differential- Glei- 
chung ist. 
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Damit ist bewiesen: 
Satz 3. Wenn y(z, y) eine eindeutige Function der beiden 
complexen Veründerlichen 
a RR 
ist und mit ihren beiden ersten partiellen Ableitungen ent), 
nl stetig bleibt, so langer SR, sSZS bleibt, so existirt 


eine (analytische) Function y= f(x), welche eindeutig und stetig 
bleibt, so lange der absolute Betrag von x — a kleiner als eine 
bestimmte reelle, positive Grösse g bleibt, für = a den Werth 
b annimmt und der Differential- Gleichung 

d s 

e = pe, y) 
genügt. 

Die Grösse g ist dabei durch die Gleichung (45.) erklärt. 


In ähnlicher Weise kann man auch die Existenz allgemeiner 
Integral-Gleichungen nachweisen, wenn ein System von » simul- 
tanen Differential-Gleichungen erster Ordnung, also m» Gleichungen 

BR ER N Ndum 


zwischen T, Yı, Y2, » + Yms Te Be ’ 73 


Auf diesen Fall lässt sich dann auch, wie schon angedeutet 
wurde, die Integration der Ditferential-Gleichungen höherer Ord- 
nung zurückführen. 


gegeben sind. 


8 78. 


Trennung der Variabeln, 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 181.) 


Ist die Differential-Gleichung erster Ordnung 
d 
(1.) K(z, Y, Z)- 0 


NIE: d 
gegeben, so löse man sie in Bezug auf = auf, d. h. man bringe 


sie auf die Form 
Kiepert, Integral - Rechnung. 29 
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dy _ _ __ My) 
(2.) le Pa ne ET 
oder 

(2a.) M (x, yJ)de + N(z, y)dy =d. 


Ist nun hierbei M(z, y) eine Function X der einzigen Ver- 
änderlichen z und N(z, y) eine Function Y der einzigen Ver- 
änderlichen y, ist also 


(3.) May)=-X Nay)=Y, 
so kann man sofort das allgemeine Integral 
(4.) /Xde+/[Yy=0 


bilden. Hat die Differential-Gleichung diese Form noch nicht, 
so wird man sie auf diese Form zu bringen suchen. Das Ver- 
fahren, welches man dabei ausführt, nennt man „Integration 
durch Trennung der Variabein“. Ist z. B. die Differential-Glei- 
chung 

(5x) X, Yıd + X,Yady = 0 

gegeben, wo X, und X, Functionen der einzigen Veränderlichen 
x, Yı und Ys Functionen der einzigen Veränderlichen y sind, 
so dividirt man die linke Seite von Gleichung (5.) durch X>Y, 
‚und erhält 


also 


(7.) /& ne +/% en 
9.6) 1 


Da ein Integral von der Form /Xdx als der Flächeninhalt 
einer ebenen Figur betrachtet werden kann, (deren Begrenzung 
- in Formel Nr. 4 der Tabelle angegeben ist), so.nennt man hier, . 
wo von der Integration der Difierential-Gleichungen die Rede 
ist, die Errmittelung eines solchen Integrals eine „Quadratur“. 


Beispiele. 
Aufgabe 1. Man soll die Differential - Gleichung 
(8.) ydz — zdy = 0 
integriren. 
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Auflösung. Indem man die linke Seite von Gleichung (8.) 
durch — xy dividirt, erhält man 


dy de _ 
dy de _ N 
PB-[-W-- LER, 
(10.) U Gr, 


Die Integrations- Constante ist in diesem Falle mit 10 be- 
zeichnet worden, damit der Uebergang von den Logarithmen zu 
den Numeri erleichtert wird. 


Aufgabe 2. Man soll die Differential-Gleichung 
(11.) (2? — a?)dy — yd = 0 
integriren. 
Auflösung. Indem man die linke Seite von Gleichung (11.) 
durch (=? — a?)y dividirt, erhält man 
(12.) B_ 22 = a 0, 
also nach Formeln Nr. 59 der Tabelle 


dy GEN z—a 
2) ae] Fenir == 2aly —1 an Ic 


ea 
(13.) ya ER; 
Aufgabe 3. Man soll die Differential- Gleichung 
(14.) zdy + (y— a)de = 0 
integriren. 


Auflösung. Indem man die linke Seite von Gleichung (14.) 
durch z?(y — «) dividirt, erhält man 


dy do, 
(15.) a elek 
dy dx 1 
I ee ie 
y—d)=10+7=10+ Ye), 
(16.) Werte 


29% 
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Aufgabe 4. Man soll die Differential - Gleichung 
(17.) zydz — (a + x) (b + y)dy = 0 
integriren. 

Auflösung. Indem man die linke Seite von Gleichung (17.) 
durch y(@a + x) dividirt, erhält man 


-(18.) 22 a A es) de— (1+ =) dy—=N0, 


a+zx Y 
fı-; ze „)de fi - „4 = — alle +2)—y—bly=C, 
oder 
(19.) e— y=C+lla+2%.y]. 
Aufgabe 5. Man soll die Differential- Gleichung 
(20.) zdydz + ydı + zy?’dy — ady = 0 
integriren. 


Auflösung. Man kann die vorgelegte Differential-Gleichung 
zunächst auf die Form 


(2? + 1)ydz + z(y? — 1)dy = 0 
bringen und dann durch zy dividiren. Dadurch erhält man 
(2? + 1)dz , (y? — )Ddy 


i L 
2 Ta BUT BD 
Se +) de + lv „U =, 

oder 

3 Y: 
39 = nn — == 
(22.) ar le + 5 1920: 

Aufgabe 6. Man soll die Differential - Gleichung 

(23.) (1 + 22)dy — Vi — y2de = 0 
integriren. 


Auflösung. Indem man die linke Seite von Gleichung (23.) 
durch (1 +2?) V1 — y2 dividirt, erhält man 
dy MINE 
My 


(24.) 


also 
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4 dı dx 
(25.) Tarı, iz == arcsın % vr arctgz —=(, 
Aufgabe 7. Man soll die Differential-Gleichung 
(26.) zdy — ydz = dyYıl + © + deV1 + y? 
integriren. 


Auflösung. Man bringt die Differential- Gleichung zunächst 
auf die Form 
(27.) @—Vı+ Hdy—(y+Yır y)de= 0 
und dividirt die linke Seite dieser Gleichung durch («—yY1-+ 2°) 
und durch (y-+YV1 + 2); dies giebt 
dy dx 


y+Vi4ty «-Vl42 
oder ER 
(29.) Vıt+yz— Yıy+VYıt+z+o)de=0, 


folglich findet man nach Formel Nr. 86 der Tabelle 


X ern Sy 08: B— 5 
+2 yıFa+sl@+ViHB+z=50 
oder 
(30.) 2 —yP+2VY1+R+yYı+y 
+ [le + FD) y+ViFN]=EC. 
Aufgabe 8. Man soll die Differential- Gleichung 
(31.) sinzsinydy = (082608 yd 
integriren. 
Auflösung. Indem man Gleichung (31.) durch — sinzcosy 
dividirt, erhält man 
cos2zde sSinydy _ 
sinz cosYy 
also durch Integration 
\(sinz) + l(cosy) = 10, 


(32.) 


$) 


oder 
(33.) stiz c0sy —.Q, 
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Aufgabe 9. Man soll alle Curven bestimmen, bei denen die 
Subtangente eine constante Länge «a hat. 
Auflösung. Da die Subtangente einer Curve St — vn ist, 
4 


so erhält man der Reihe nach die Gleichungen 


dı 

(34.) Er? 

ady 
85. da 
(35.) FR 
(36.) 2 — = aly, 
oder 
(37.) y=e’. 


Dies ist die Gleichung der logarithmischen Linie. 


Aufgabe 10. Man soll alle Curven bestimmen, bei denen 
die Subtangente »-mal so gross ist wie die zugehörige Abseisse. 


Auflösung. Für die gesuchten Curven wird 


dx 
(38.) Di N 
d. nd 
(39.) TE ge — dor A 
X Y 
(40.) lz + \(2p) = nly, 


wobei man die Integrations-Constante mit 1(2p) bezeichnet hat. 
Dies giebt 
(41.) yn = 2pr, 
also die Gleichung der verallgemeinerten Parabel. 

Für =2 stellt die Gleichung die gewöhnliche Parabel 
dar, für welehe die Subtangente doppelt so gross ist wie die 
Abseisse. 


Aufgabe 11. Man soll alle Curven bestimmen, bei denen die 
Polar-Subnormale eine constante Länge « hat. 
dr 


Auflösung Die Polar-Subnormale ist 5% = 7 


‚ folglich wird 


für die gesuchten Curven 
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] R 
(42.) | Meere a, oder dr=a.dp, 


(43.) r= ap — Yo). 
Die gesuchten Curven sind also Archimedische Spiralen. 


Aufgabe 12. Man soll alle Curven bestimmen, bei denen die 
Polar-Subtangente eine constante Länge « hat. 


Auflösung. Die Polar-Subtangente ist S? — Lay folglich 


wird für die gesuchten Curven 


2d 
(44.) in a, oder dgo= er 
dr 
re U 
(45.) a ee oder r(p — 9) = — u. 


Die gesuchten Curven sind also Ayperbohsche Spiralen. 


| Aufgabe 13. Man soll alle Curven bestimmen, welche mit 
der X-Axe, vom Nullpunkte an gerechnet, und mit der Ordi- 
nate QP ein Flächenstück OQP begrenzen, dessen Inhalt der 
n‘® Theil des Rechtecks xy ist. 

Auflösung. Da das von der Curve begrenzte Flächenstück 
den Inhalt 


(46.) = = Jyda 


hat, so erhält man für die ae Curven die Gleichung 


(47.) a afbRe: oder zdy + yda = nyde, 
0 
zdy = (n — 1)ydk, 
x dy dx 
ly=(n— D)lze +10 = |l(Ca"), 
(49.) Ve 


Die gesuchten Curven sind wieder verallgemeinerte Parabeln. 


Aufgabe 14. Man soll eine Curve bestimmen, deren Tan- 
gente die constante Länge «a hat. 
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; : d 

Auflösung. Die Tangente einer Curve ist T=yay’ folglich 

erhält man 
d 
(50.) ya, =4q, oder y2(d«? a dyß?) 2 adı?, 
yder = (? — yP)dy, Zyde= Ya — y.dy, 

ad ydy 
We-y Vezy 

Indem man beide Seiten dieser Gleichung integrirt, findet 
man nach den Formeln Nr. 28 und 25 der Tabelle 


ur Ä EEE 
(52.) + (2 — %)= Ve —al(“ tr a) 


Die Curve, welche dieser Gleichung entspricht, wird „Trac- 
trix von Huyghens“ genamnt. 


ETEERFN 
Se Ve=H a 


Aufgabe 15. Man soll alle Gurven bestimmen, bei denen 
der Flächeninhalt eines jeden Sectors zu der Differenz der 
Quadrate der den Sector begrenzenden Leitstrahlen propor- 
tional ist. 

Auflösung. Nennt man die begrenzenden Leitstrahlen r, 
und r und die zugehörigen Argumente 9, und , so wird nach 
Formel Nr. 94 der Tabelle der Flächeninhalt des Sectors 


p 
(58.) S=4/rdy, 
pı 
so dass für die gesuchten Curven die Gleichung 
(64) nor) = 4 rd 
Ppı 


gilt. Betrachtet man dabei r und 9 als veränderlich, während 
r, und 9, constant sind, so folgt aus Gleichung (54.) durch 
Differentiation 


(55.) Anrdr = r?dg, 
(56.) 4n . —=dp, 
4nlr=p— go, 


Bd 


Ba SE A Er a Be ze nn a m ln a nn 


Be a re 
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p-% 
(57.) Pin = em r=e”", 
oder, wenn man 
(58.) —- em g 
setzt, 
(59.) a to Moderner 0er: 


Dies ist die Gleichung einer Zogarithmischen Spirale. 


8 79. 


d 
Integration der Gleichungen von der Form ei =f(2)- 


(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 182.) 

In den meisten Fällen wird die Trennung der Variabeln 
bei der Differential - Gleichung 
(1.) M(z, yJdz + N(z, y)dy = 0 
durch einfache Multiplication oder Division nicht möglich sein. 
Mitunter wird aber die Differential-Gleichung durch passende 
Substitution so umgeformt werden können, dass dann die Tren- 
nung der Variabeln durchführbar ist. 

Sind z.B. M(z, y) und N(z, y) beide homogene Functionen 
mie Grades, wird also 
2.)  Mltz, ty) =t".M(a,y), Nltz, ty) = t".N(e, y), 
so kann man die Trennung der Variabeln in folgender Weise 
ermöglichen. 


Aus den Gleichungen (2.) findet man für = 


(3.) u(1, 2a a1, N. 


BI Ylde 


Dividirt man also Gleichung (1.) durch =” und bezeichnet 
(3%) % ’) 
26) 

LT 


mit f (2): so erhält man 
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(4.) u(1, Y \dr y x(1, 2) eg) 
oder 
ZU ) 
(5.) 1 He: 
Setzt man jetzt 
(6.) I 2, also yz=ız, 
so wird 
(7.) dy = zdx + xdz, 
und Gleichung (5.) geht über in 
dz 
© | :+2,,=/0; 
. dies giebt 

(9.) IB 

oe 


die Trennung der Variabeln ist also durchgeführt. 


Man hätte natürlich auch mit demselben Rechte z = yz 
setzen können und dadurch eine Differential-Gleichung zwischen 
y und z erhalten, bei der sich ebenfalls die Trennung der 


Variabeln ohne Weiteres ausführen lässt. 


Beispiele. 


In den folgenden Aufgaben ist das angegebene Verfahren 
anwendbar, weil M(xz,y) und N(z,y) jedes Mal homogene 


Functionen gleich hohen Grades sind. 


Aufgabe 1. Man soll die Differential-Gleichung 
(10.) (z + y)dz + zdy = 0 
integriren. | 

Auflösung. Indem man y= zz setzt, findet man 

(2 + z2)de + z(zdx + xdz) = 0, 
oder, wenn man durch x dividirtund ordnet, 
(11.) (1+ 22)dx + zdz = 0. 


10) 
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Jetzt ergiebt sich durch Trennung der Variabeln 


und durch Integration | 
2lze+lı +22) = IC, 


also 

(13.) 2(1+22)=(, odr ze +Yy)=C. 
Aufgabe 2. Man soll die Differential- Gleichung 

(14.) (+ Y)de + (y— z)dy = 0 

integriren. 


Auflösung. Indem man y = zz setzt, findet man 
(2 + z2)dz + (22 — x) (zdz + zdz) = 0, 
oder, wenn man durch = dividirt und ordnet, 


(15.) (1 + 22)dz + (2 — 1)edz =0. 
Jetzt ergiebt sich durch Trennung der Variabeln 
N re DL 
(16.) & a 


und durch Integration 
lz + 411 +29) — arctgz = 1C, 
oder 


N] ea I — arctg()- 


Aufgabe 3. Man soll die Differential- Gleichung 
(18.) zdy — yde = de Ya? + y? 
integriren. 

Auflösung. Indem man y = zz setzt, findet man 

z(2zdz + zdz) — xzde = x’dz = dey a? + 222°, 
oder, wenn man durch = dividirt, 


(19.) ade = deY1-+ 2, 
also durch Trennung der Variabeln 
(20.) dz ud 


Yıyz ® 


d 
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‚und durch Integration 
l(z +V1+2) — 1210, 
z +YV1+ 2 = 03 
y+Y+y= 08, oder VYr+y = 08 —y. 
Dies giebt 
2 +Yy = Ort — 2022y +, 


oder 
(21.) 1+20y- O2 = 0. 

Aufgabe 4. Man soll die Differential - Gleichung 
(22.) (22? — 135y?)de + 8laxy?dy = 0 
integriren. 


Auflösung. Indem man y=xz setzt, findet man 
(223 — 1852°2?)dx + 8lx?2’(zdz + zdz) = 0, 
oder, wenn man durch z° dividirt, 
(2 — 1352?)da_+ 812?(zdz + zdx) = 0, 


(23.) (2 — 542®)dz + Sle’rdz = 0. 
Durch Trennung der Variabeln erhält man daher 
2dz 812?dz 
(24.) ee 


und durch Integration 
\(a?) = 1(272? — 1) — IC, 


also 

(25.) 02 =272—-1,! oder Ne = Zr: 
Aufgabe 5. Man soll die Differential-Gleichung 

(26.) (8y + 102)dz + (5y + 7a)dy = 0 

integriren. 


Auflösung. Indem man y=xz setzt, erhält man 
(822 + 102)dz + (5x2 + 7x) (adz + zdx) = 0, 
oder, wenn man durch = dividirt und ordnet, 
127.) (52? + 152 + 10)dz + (52 + T)aedz = 0. 
Jetzt ergiebt sich durch Trennung der Variabeln 
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n 


(28.) ddr a (52 + T)dz .“ _2dz ER 3dz 
IE SI BC Ba ana el 2 
und durch Integration 


5le=10 — 21(2+ 1) — 3l(z + 2), 


also 
(29) (2 +1?(@+2%=C, odr (e+yP?22 + y? =0C 

Aufgabe 6. Man soll die Differential- Gleichung 
(30.) (aV 22 + yE — cex)dz + (bV 2? + y? — ey)dy = 0 
integriren. 

Auflösung. Indem man y = zz setzt, erhält man 
(aVx? + 222? — ex)de + (bV =? + 2222 — cxz) (adz + zde) = 0, 
oder, wenn man durch x dividirt und ordnet, 

(31.) [(a+5z2)VYı + 22 22)]dx + z(bV1 + 22— cz)dz = 0. 
Jetzt ergiebt sich durch Trennung der Variabeln 
da (BV1 +2? — e2)dz 


32. 
GL Virz(atbe eVira) 
oder 

dz 
(322.) En Tu ae) 


4 Bag 
Da in dem zweiten Gliede der Zähler gerade das Diffe- 
rential des Nenners ist, so erhält man durch Integration 


le +l(a +22 —ceV1+22)=1(C, 


also 

(a +bz— cV1+2)=C 
oder 
(33.) ax + by— eV +yp—=C 


Weit leichter wird die Lösung dieser Aufgabe durch die 
Substitution 
(34.) 2+yp=r, zde + ydy=rdr, 
denn dadurch geht Gleichung (30.) über in 
ardz + brdy — erdr =, 
oder 
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(35.) adz + bdy — cdr = 0, 

woraus man wieder in Uebereinstimmung mit Gleichung (33.) 
ac +by— eor=Ü 

findet. 


Aufgabe 7. Man soll alle Curven bestimmen, bei denen die 
Summe der Abscisse x und des Radiusvector r gleich der Sub- 
tangente ist. 


$ 5 d. 
Auflösung. Die Subtangente einer Curve ist bekanntlich v7, 
folglich gilt für die gesuchten Curven die Differential - Gleichung 
de 
Fa N 
oder 
(36.) ydz = (x + Vz? + y?)dy. 


Hier wird man zweckmässiger Weise x = yz setzen, WO- 
durch Gleichung (36.) übergeht in 


y(ydz + zdy) = (yz + V y’2? + y?)dy, 
oder, wenn man durch y dividirt und ordnet, 


(37.) ydz = V1-+2?dy. 
Jetzt ergiebt sich durch Trennung der Variabeln 
(38.) BA 
VArL2 Y 


und durch Integration 
Ie+y1+2)=1y—1p, 
wobei die Integrations-Constante mit 1» bezeichnet ist. Daraus 
folgt 
(39.) p@+VY1+9)=y odr p@+ Ve+Yp)=Y; 
pVe+y=y’—pa, 
px? + pry? = y! — 2pay? + pr’, 
(40.) yY = 2px + p?. 
Die gesuchten Curven sind also Parabeln, deren Brennpunkt 
zum Anfangspunkt der Coordinaten gewählt ist. Dabei wird 
(41.) PL DeNSı— ED een: 
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S 80. 
Einige weitere Fälle, in denen man die Trennung 
der Variabeln ausführen kann. 

Mitunter kann man die Functionen M(z, y) und N(z, y) 
in der Differential -Gleichung 
(1.) M(z, yJdz + N(@, y)dy = 0, 
auch wenn sie recht homogen sind, durch eine Parallelverschiebung 
der Coordinaten, also indem man 
2.) z=E+5, y=y+n 
setzt und die Constanten & und 7 passend wählt, homogen machen. 
Wie dies geschieht, mögen die folgenden Aufgaben zeigen. 


Aufgabe 1. Man soll die Ditfterential- Gleichung 
(3.) 22 — 2y — 5)dz + (de — y— T)dy = 0 
integriren. 
Auflösung. Indem man die Werthe von x und y aus der 
Gleichung (2.) in die Gleichung (3.) einsetzt, .erhält man 
(4.) 22 —2y' +5 — 27 —5)de' + (52 —y' +55 —n— T)dy' =. 
Damit die Factoren von dx‘ und dy‘ in dieser Gleichung 
homogene Functionen ersten Grades von x’ und y‘ werden, muss 
man 5 und 7 so bestimmen, dass 


(5.) s—27—5=0 und 5—n7—17=0 

wird. Dies giebt 

(6.) s=-1l, 19=—32, 

also 

(7.) En eh = 
Dadurch geht Gleichung (4.) über in 

(8.) 2(2' — 2y')dz' + (52 — yY)dy' =. 


Indem man y‘= z'z setzt, erhält man 
2(2' — 2r’z)de! + (dr — x'2) (X’dz + zde‘) = 0, 
oder, wenn man durch =’ dividirt und ordnet, 
(9.) (2 + 2 — 2’)de' + (5 — 2)e’dz = 0. 
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Jetzt ergiebt sich durch Trennung der Variabeln 
de 7 (2 to) 2dz dz 
un een, Dean 
und durch Integration 


le = —2le+1)+1e@—2) +10, 


oder 
2 +12 =0@—2); 
(11.) (y' + 2 = Cly' — 2x‘). 
Daraus folgt mit Rücksicht auf die Gleichungen (7.) 
(12 «+y+1?=C(y—2r2 +4). 


In ähnlicher Weise kann man ganz allgemein die Differential- 
Gleichung 
(13.) (ax + by + dx + (ax + by + aı)dy = 0 
integriren. Setzt man nämlich wieder 
(14.) z=E+d, y-y+tn, 
so geht Gleichung (13.) über in 
(15.) (ae +by'+aS+bn+e)de + +by +m5S+bn+c)dy'—0. 
Jetzt kann man die Constanten & und 7 so bestimmen, dass 
(16.) ags+bn+c=09 md ws +bnta=o 
wird, indem man 


(17 ) & Br bc = dic cdı —— CıQ 


Ta — ab 

setzt. Dadurch werden in Gleichung (15.) die Factoren von 
dx‘ und dy‘, nämlich 

(18.) M(zx‘, y')= ax’ +by' und N(a‘, y') = az‘ + bıy' 
homogene Functionen, und die Differential-Gleichung erhält die 
Gestalt 

(19.) (ax' + by')dz' + (ax + bıy')dy' = U, 

so dass man sofort das im vorhergehenden Paragraphen an- 
gegebene Verfahren anwenden kann. 


Bei dieser Umformung ist allerdings stillschweigend die 
Voraussetzung gemacht worden, dass die Determinante ad, — ad 
von Null verschieden ist. Wenn 
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(20.) abı — Ad —=0, Hder sararhrd, —=m 
ist, SO wird 
(21.) az + by = m(aız + bıy). 
Das weist darauf hin, dass man hier 
(22.) 4te+by=2, also ade + bıdy = de 


setzt; dann geht die gegebene Differential-Gleichung (13.) 
über in 
(mz + )de + (2 + ca)dy =0, 
oder 
bılmz + c)dz + (2 + cı) (dz — aıdz) = 0, 
Kdım — a1)z + (bie — ac)|de + (2 + a)dz = 0, 


(z+ c)dz 
23. de = a ar 2, 
(23.) # (dım — aı)z + (dic — aıcı) 


Beispiel. 

Aufgabe 2. Man soll die Differential- Gleichung 
(24.) (2 — 2y + Ydz — (32 — 6y + 19)dy = 0 
integriren. 

Auflösung. In diesem Falle ist also 

z=—-3:H+y, m=—4, om — a=1, ke —aa=—3, 
folglich wird nach Gleichung (23.) 
(25.) re ac = — de + 16- er £ 
also 
z=—z+ 16le —3) +2C, 
oder 
(26.) z—3y + 8l(6ey—3r— 3) +C=0. 


Unter der Voraussetzung, dass ab, — ad von Null ver- 
schieden ist, Kann man die Ditferential-Gleichung 


(ax + by + c)de + (az + by -+ a)dy=0 
auch dadurch integriren, dass man 


(27.) Ma, yJ)=ar+by+ce=u, Na,y)=we+byta=v 
Kiepert, Integral -Rechnung. 20 
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setzt und die Grössen « und v zu Integrations-Veränderlichen 
macht; dann wird 


(28.) du = adx + bdy, do = a,dz + bıdy, 
also 


(29.) j (abı == a,b)da == b,du —— bdv, 
| (abı — ayb)dy = — adu + adı. 
Deshalb geht die vorgelegte Differential-Gleichung über in 
ulbıdu — bdv) + v(— aıdu + adv) = 0, 
oder 
(30.) (bu — aw)du + (— bu + av)dv =. 
In dieser Gleichung sind die Factoren von du und do 
homogene Functionen ersten Grades von v und v. 


Beispiel. 

Aufgabe 3. Man soll die Differential - Gleichung 
(31.) (3y — 72 + T)de + (7y — 3x2 + 3)dy — 0 
integriren. 

Auflösung. Hier setze man 
(32.) 3y—Ta+7=u W—-3c+3=0, 
dann wird 


3dy — Tdz = du, Tdy — Bde = do, 
(33.) 40de = — Tdu + 3do, 40dy = — 3du + Tdr, 
folglich geht Gleichung (31.) über in 


u(— Tdu + 3do) + v(— 3du + 7dı) = 0, 
oder 


(34.) (7u + 3v)du + (— 3u — To)de = 0. 
Für vo = uz erhält man hieraus 
(7u + 3uz)du + (— 3u — 7uz) (udz + zdu) = 0, 
oder, wenn man diese Gleichung durch « dividirt und ordnet, 


(35.) 7(1 — 2?)du = (3 + 72)udz, 

Tdu (3 + Tz)dz _ 5 2 
002 une 12a ee 
(37.) lu+5l2—-)+21e@e +1) =16, 


oder 
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(38.) au —1’@ +1?’ =C. 
Dies giebt 
W— u’ + u?=C, 


oder 

(2 + y— 19.10 —y— 1?’ =C, 
(39.) @+y-W@-y—1=G, 
wobei 
(40.) (= ALS 10050 


gesetzt worden ist. 


SERIE 
Lineare Differential-Gleichungen erster Ordnung. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 183.) 
Die Differential-Gleichungen erster Ordnung kann man 


weiter eintheilen nach dem Grade, den sie in Bezug auf & 


und y haben. Demnach versteht man unter einer Differential- 
Gleichung erster Ordnung und ersten Grades eine Gleichung 
von der Form 


a) Y4y.So)= ya), 


wobei f(z) und Y(z) noch beliebige stetige Functionen von x 
sind. Gewöhnlich nennt man eine solche Gleichung „eine lineare 
Differential- Gleichung erster Ordnung“ und kann zu ihrer Inte- 
gration die folgenden Methoden anwenden. 

1. Methode von Bernoulli. Man setze 


dus de du 
(2.) y=uz, also aa ar 


dann geht Gleichung (1.) über in 


(8) er e[+ erw] = sw. 


Von den beiden Functionen « und z kann man die eine 
noch ganz beliebig annehmen; deshalb werde “ so bestimmt, 
dass in Gleichung (3.) der Factor von z verschwindet, dass also 

30* 
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du 
(4.) tet 
wird. Dies giebt 
d 
(5.) — = — f(e)dz, 


also durch Integration 


(6.) lu= —/f(a)dz, oder u=e 
Durch diese Bestimmung von « reducirt sich ae (3.) 
auf 


—fL («)dx 


(7.) = gle), oder de= gla).e Ar, 
folglich wird 

(8.) el ann 

also 


BR, ve [ re) Van c| 


Beispiele. 
Aufgabe 1. Man soll die Differential- Gleichung 
ne, Pal ln 
(10.) IE Eee 


integriren. 
Auflösung. Indem man y = uz setzt, findet man aus Glei- 
chung (10.) 


: 
er RE: C € Hr 1 


Damit der So von z in dieser Gleichung gerze Ey ESE 
bestimmt man « so, dass 


du Du du 2dz 


e (X -r 1). 


1129 ET re oder PT, 
wird. Dies giebt 
(13.) lu=242 4.1), oder »—=(2+ 1) 


Für diesen Werth von  reducirt sich Gleichung (11.) auf 
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(14.) u = (2-5. 19%, oder "d2 = (27. 1)de. 
Hieraus findet man durch Integration 

(15.) 2 = (+? +0, 

(16.) 2y = 2u = (e + 1 + Ole2+ 1). 


Da es bei der Bestimmung von « nur darauf ankommt, 
dass in Gleichung (3.) der Factor von z verschwindet, so braucht 
man in Gleichung (6.) keine Integrations -Constante hinzuzufügen. 


Aufgabe 2. Man soll die Difierential-Gleichung 
dy 


(17.) ER U 


integriren. 
Auflösung. Indem man y = uz setzt, findet man aus Glei- 
chung (17.) 


dz du j 
(18.) un 2 (5 = au) a 


Damit der Factor von z in dieser Gleichung verschwindet, 
bestimmt man « so, dass 


du du 
(19.) N 0, oder ee adı 
wird. Dies giebt 
(20.) ee Bam Roder Ju —etr: 
Für diesen Werth von « reducirt sich Gleichung (18.) auf 
dz 
(21.) ET A, a Me 


Hieraus erhält man durch partielle Integration 
(22) z= — = . er atzt + 4adz? + 120°? + 24ar + 24) + C, 
folglich wird 
(23.) alle — y) = atıt + Aa?z? + 12022? + 24ax + 24. 
Aufgabe 3. Man soll die Differential -Gleichung 
dy EN AR in Vı +2 


en en UT a VIE 


integriren. 
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Auflösung. Indem man y = uz setzt, erhält man der Reihe 
nach die Re: Gleichungen 


05 eh Zu A 
( 5 Ze :( ae £r —)=« Bas: > Be ) 
a ch 
dei ya ra a 


ielib) #a=l(ze+V1+2), w=e+V1+2. 
Deshalb geht Gleichung (25.) über in 


» 2 
ee EEE ode 2 SER 
dx yı Er x? l V 1 22 
also 
adz 
27. dz = ———ı z=a.arcsin C, 
bi ee ai 
(28.) y=ue=(e +YV1-+ 22) (a.arcsinz-+ 0). 
2. Methode von Lagrange (Variation der Constanten). 
Man ersetze zunächst die Differential-Gleichung 
dı 
(29.) = +39./o = $@) 


durch die Gleichung. 
d 
(30.) ty) =9, 


welche in Bezug auf y und 7 a > homogen ist, und bei der ohne 


Weiteres die Trennung der . ausgeführt werden kann. 
Dädurch erhält man 


| day _ 
und durch Integration 
(32) ly= —/f @)de + le, 
oder x 


— /I(x)dx 
(33.) IE J i 
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Versucht man jetzt, ob die Gleichung (33.) auch ein Integral 
der Gleichung (29.) ist, so erkennt man, dass dies nur möglich 
ist, wenn man e nicht als eine Constante, sondern als eine 
Function von x betrachtet. Aus Gleichung (33.) oder (32.) findet 
man unter dieser Annahme durch Differentiation 


1 dy 1 de S 
Y wir a . de’ 

oder 
dy Y = 

(34) Yrysa-I2 


folglich wird nach Gleichung (29.) an En 
yde _ Rvlinın de _ 


de 
(35.) ee arg TAG ).e ) 
oder 
(36.) e= / y(z)-. ef EN, +6, 
also in Uebereinstimmung mit Gleichung (9.) 
(37.) y- Ber | fr@) | ale er r c' 
Beispiele. 
Aufgabe 4. Man soll die Differential - Gleichung 
dy Br 
(38.) ale 
integriren. 


Auflösung. Inteerirt man zunächst die lineare, homogene 
Differential - Gleichung 
dy 
(39.) = +y=0, 
so findet man ‘durch Trennung der Variabeln 
d 
(40.) 2 —= —adı, also ly=—ar-le, 


(41.) er 
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Wenn man hierbei e als eine Function von = betrachtet, 
so ergiebt sich durch Differentiation 


1 dy en br PA 1 de 
y de ce de 
oder 
TER AL N 
(42.) + en 


Dies giebt mit Rücksicht auf die Gleichungen (38.) und (41. 


RE Re 
re ‚ oder e ET UT 
also 
de 
© se\ (a+m)® 
(43.) FR b.e i 


(44.) e= De .de= - [eetm® + CO], 
a 


(45.) a a (e3 + Oe- ER 

Aufgabe 5. Man soll die Differential - Gleichung 
(46.) Y1Y- 
integriren. 


Auflösung. Durch Integration der linearen, Zomogenen 
Differential - Gleichung 


TE may We Bude 
(47.) eh oder a 
erhält man 
(48.) lı la 1len oder ze 


Betrachtet man jetzt ce als veränderlich, so erhält man aus 
dieser Gleichung durch Differentiation 


ae dl dy _yde 1 de 
EC yde ede x Dust dx ve cede zd 
Deshalb geht Gleichung (46.) über in 
(50.) nz — A BSOmEdee= ar, 


‘ 
4 
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folglich wird mit Rücksicht auf Gleichung (48.) 


(51.) 2c=am+C, also 2ry=ar + C. 
Aufgabe 6. Man soll die Differential- Gleichung 

dy 

2 . Es 

(52.) (1—z I, +2y=a 

integriren. 


4 


3 


Auflösung. Durch Integration der linearen, homogenen Ditte- 


rential-Gleichung 

/ 2xd 
al LE & 
> Y ee 


(53.) (1 — 2? +zy=0, oder Sn ee 


IF dx 
erhält man 
 (54.) l\yY)=1(1—z)+lec odr Z=cl— 2). 


Betrachtet man jetzt ce als veränderlich, so erhält man aus 


dieser Gleichung durch Differentiation 


id Narr m 1 de 
SQ 0 a a nr, de’ 
oder 
0, dy Du Ude 
(55.) ei Ks): SE 
Deshalb geht Gleichung (52.) über in 
A AR 
(56.) (1— 2? une Er 
dies giebt mit Rücksicht auf Gleichung (54.) 
ab: u hl eh 
Sr! det altern SINE =. Modenschtda— (U -22) 


2Ve "de 


also für = sint, Vi — x? = cost, de = costdt 
2 3 di 
2 2afcı — 22) ?de — nr = 2atgt + 20, 
{ cos?t 
(58.) ee 


Deshalb findet man aus Gleichung: (54.) 
(59.) y=azeFOyi-.m. 


3 
2 


‚Dadz, 
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3. Methode des integrirenden Factors. 
Man multiplicire die Differential-Gleichung 
dy 2 
ty So) = 4) 
mit dem Factor w(z)dx, man bilde also 
(61. Yla)dy + wa)ly- Fl) — gle)lde = 0 
und bestimme die Function v(z) so, dass die linke Seite von 
Gleichung (61.) ein vollstündiges Differential wird, d.h. so, dass 
die Bedingung 


(60.) 


x OMl&y) 7 ON.G,Y) 
3 Fe 
erfüllt wird, wobei in dem vorliegenden Falle 


(63) Ma, y)= va)ly. Fe) — a); N y) = WR) 


ist. Dies giebt also die Gleichung 


(64.)  w(e2).f(z) = We), oder FR RER EEAER 


(65.) l[w(z)] —/f(z)dx, oder (ze) = RN 
Deshalb geht Gleichung (61.) über in 
S(a)dx 1 S(x)dx 
CI 7 2— . .[y . fa) — p(e)ldx + a Say, 
folglich wird nach dem in S 71 und 72 angegebenen Verfahren 
67) u=/Na,ydy+X=y.e x, 


wobei X nur noch eine Function der einzigen Veränderlichen x 
ist. ne wird mit Rücksicht auf Gleichung (66.) 


BLOL. 7 )- n dX _ „FT die, .F(2) — p(z)], 


= 
also 


dX F(a)dx e)ax 
(68.) =R re, .9(2), Be .dE 


man findet daher in Uebereinstimmung mit den Gleichungen (9.) 
und (37.) 


(69.) =, Rn (va 5 lei RUE. 


oder 


$ 81. Lineare Differential-Gleichungen erster Ordnung. 475 


(70.) a Eule | [v@ Ar BARS 0 | 


’ Beispiele. 

Aufgabe 7. Man soll die Differential-Gleichung 
" & y __areigz 
Sr rare Rear: 
integriren. 


Auflösung. Durch Multiplication mit w(z)dz geht Gleichung 
(71.) über in 


2) Volta )de + Ylalay = 0. 


Damit die linke Er dieser Gleichung ein vollständiges 
Differential wird, muss 


arc rn Ü 


(73.) er, = (a), ‚oder I de = de=- a ee 

sein. Daraus folgt, wenn man arctgz= mit ? bezeichnet, 

(74.) Lülz)] = areig2 =, oder le) = e. 
Gleichung (72.) geht daher über in 

20%) ae) ._ +edy—=0, 

oder 

(754.) du = ey — dd + edy=0. 
Dies giebt durch Integration 

(76.) U ae Nil, 

wobei X eine Function der einzigen Veränderlichen £ ist, 

zy.et Kay.e-t.e, 

also 

(77.) dX=—t.ed, X=—elt—|]), 

(78.) u=y.e— el —1)=:(l 


(79) uv=t—1+0.et=arctge —1+ Ce-artse, 
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Aufgabe 8. Man soll die Differential -Gleichung 
dı = ei TUN BAR SILT 
i+® Yıyz 


(80.) 


integriren. 


Auflösung. Indem man Gleichung (80.) mit w(z)dz multi- 
plicirt, erhält man 


(81.) ale 


Damit die linke ER Pa Gleichung ein vollständiges 
Differential ist, muss 


(82.) ; ve — b‘(e), “oder 


sein. Daraus folgt 


(83) Iyv@)=4l1+2), odr vea)=Y1ı+. 
Gleichung (81.) geht daher über in 


sin T 


| 


Wwir)de _ de 
Ye) I4 


84.) du =i| BAREN sinz)de +Y1+2.4y=0. 

(84.) arg V y 
Dies giebt durch Integration 

(85.) [er 


wobei X eine Function der einzigen Veränderlichen x ist, also 
mit Rücksicht auf Gleichung (84.) 


(86.) Qu 1 VE 
02 Vı+z de YVıra? 
(87.) IX = —sinzde X 0057, 
(88.) u=yVYil+2+cosz=(. 
Aufgabe 9. Man soll die Differential- Gleichung 
(89.) Ce EA RNN 
integriren. 


Auflösung. Indem man Gleichung (89.) mit w(@)dz multi- 
plicirt, erhält man 


(90.) ve) (— ytgz — 2c08°r)de + Yla)dy = 0. 
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Damit die linke Seite dieser Gleichung ein vollständiges 
Differential ist, muss 


b’(z)de _— Sinzde 


(91.) — v(e)tgz = Ww‘(@), oder Tees: 

sein. Daraus folgt 

(92.) Inbee) —leesz oder tz) —= Cos2. 
Gleichung (90.) geht daher über in 

(93.) du = — (ysinz + 2cos®r)de + cosz.dy=0. 
Dies giebt durch Integration 

(94.) uv=yoss+X=(, 


wobei X eine Function der einzigen Veränderlichen x ist, also 
mit Rücksicht auf Gleichung (93.) 


Ö dX 
(95.) = — ysnz + a MSN 2008°7, 
(96.) dAX = —- 2c08°rde = — 2(1 — sin?r) coszdr, 
NS De  Ksın!z), 
(97.) SU = 3yeosz — 6sinz 4 2sin’z = 30, 


SB 
Gleichung von Dernoulli. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 184.) 
In manchen Fällen lässt sich eine Differential-Gleichung 
erster Ordnung, welche »:cht linear ist, durch eine passend 


gewählte Substitution zu einer linearen machen. Es sei z. B. 
nach Bernoulli 


| d 
1.) vrtyt.f@)=y.yl), 


wobei p und g beliebige positive oder negative, ganze oder 
gebrochene Zahlen sind. Setzt man dann —p=n, so kann 
man die Gleichung auf die Form 

I) 


d 
(2.) Z USE Yale, eoder — ri —l 


bringen. Daraus ergiebt sich durch die Substitution 


1 dy 
NEE RRS 
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Baerre 
ui NE y" de 
die lineare Differential-Gleichung erster Ordnung 


(a ie (rn — Ye. f@) = m — Yyle). 


(3.) = — 


Man kann auch die Differential-Gleichung (2.) unmittelbar | 
integriren, indem man wieder | 


(5.) y=uz | | | 


setzt. Daraus ergiebt sich 
dz du 
(6.) trete S@))=wer.gl) 


Wenn man .die Function « so bestimmt, dass der Factor 
von = verschwindet, erhält man 
d d: 
(7.) te fo)=0, oder = —fle)de, 
(8.) lu= —/f(z)de, oder u= a 
Dadurch geht Gleichung (6.) über in 
dz ge dz n. „— n-1)/Raya 
9) = wer .gle), oder Fer. 
dz BR NE 
an 


(10.) . plz)de. 


Macht man die Voraussetzung, dass » —1 ist, so folgt aus 
Gleichung (10.) 


Reli = De .pla)de + OL —n), 


I nl HD OR (a)de + c|. | 


Dagegen erhält man für »=1 aus Gleichung (2.) 


d 
er Be Re 
oder 
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(13.) N [y(2) — F(e)]dz, 
(14.) 1y=/ [p(e) — f(a)]de. 
Beispiele. 
Aufgabe 1. Man soll die Differential- Gleichung 
Ä BUSSI, | 
(15.) ee la 
integriren. 


Auflösung. Indem man y = wz setzt, erhält man aus Glei- 
chung (15.) 
(16.) Koi = :(z 2. -)= au?22]x. 
dx Ge 


Damit in dieser Gleichung der Factor von = verschwindet, 
bestimmt man die Function « so, dass 


“ du u . du de 
ar EL oder el 
wird. Dies giebt durch Integration 
(18.) ia’ |7, oden w—= 5 - 

Hierdurch geht Gleichung (16.) über in 
1l.d2. a, dz de. 
(19.) 2 ER == u 12% also 22 = alz = 3 ’ 


folglich wird durch Integration 


1 4 9 y ur 4 Re [«@ 2 Y 
(20.) =, l®+l, ao — =, c|, 
oder 
2) zylal2? +20) +2=0. 
Aufgabe 2. Man soll die Differential - Gleichung 
d : 
(22.) e + 2ytigzx = ay?’cigx 
integriren. 


Auflösung. Indem man y= uz setzt, erhält man aus Glei- 
chung (22.) 
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(23.) u 4 (G + 2utg 2)= au?2? ctgz. 


Damit in dieser Gleichung der Factor von z verschwindet, 
bestimmt man die Function « so, dass 


du du sinz dr 
24. —_— Sutez = 0: oder — =D 
(24.) dt iR rn 4 u CoSzt 


wird. Dies giebt durch Integration 
(25.) 122 1(C0S2) Polen 2 05 
Hierdurch geht Gleichung (23.) über in 


dz 
WIE a LAN IR 


dx “ 

oder 

lz cos’r dr 
(26.) = Eu ua Di ( — sinz Jdlsin ok 

2? sin x sinz 
folglich wird durch Integration 

1 5 ne u 

272) we all(sinz) — 3sin’z] + O = Be ; 


oder 
(28.) ay[21l(sinz) —sin®z] + 20y + 2c08?z = 0. 


8 83. 
Erklärung des integrirenden Factors, 


Es war schon früher gezeigt worden, dass jede Differential- 
Gleichung erster Ordnung sich auf die Form 


(1.) M(z, y)dz + N (@, y)dy = 0 
bringen lässt und ein allgemeines Integral 
(2.) F&,y,C0)=0 


besitzt. Löst man diese Gleichung (2.) nach der Constanten C 
auf, so erhält man 


(3.) =f@y); 
wobei ‚f(x, y) eine Function von = und y ist, die mit « be- 
zeichnet werden möge. Dann folgt aus Gleichung (3.) 
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ou ou 


(4.) an 
Aus dieser Gleichung findet man 
| es REN. 
5.) I LEBEN alt 
z Ga A oh 
oy 77 
während sich aus Gleichung (1.) 

dx IV. l2%) 
ergiebt. Da diese beiden Werthe von a mit einander über- 
einstimmen müssen, so wird 

ou 
7) Oz _ M(a,y) 

s: du N, y) 

Oy 


Bestimmt man daher eine Function v von z und y durch 
die Gleichung 


ou 
E: 
(8. Va ——— eg 
8 M(e, y) 
so ergiebt sich aus Gleichung (7.) und (8.) 
ou ou 
(9.) 7, er. Mi Y), a: Y). 
Es wird deshalb mit Rücksicht auf Gleichung (4.) 
(10.) du=v.M(z, yJde+v.N(z, y)dy. 


Damit ist bewiesen: 
Satz 1. Es giebt stets eine Function v von x und y, welche 
die Eigenschaft hat, dass 
v[M(@, y)dz + Ne, y)dy] 
ein vollständiges Differential wird. Die Auflösung der Differen- 
tial- Gleichung 


'Kiepert, Integral- Rechnung. al 
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M(z, y)Jdxz + N (a, y)dy = 0 


ist dann 
(112) UV, 
Hierbei heisst die Function v „ein integrirender Factor“. 
Die vorgelegte Differential- Gleichung besitzt unendlich viele - 
integrirende Factoren. Multiplieirt man nämlich Gleichung (10.) 
mit einer beliebigen Function y(w) von u, so erhält man 


(12.) glu)du = d/y(u)du = v.gy(u) M(z, yJda+v.plu) N (x, y)dy. 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist ebenfalls ein voll- 
ständiges Differential, nämlich das vollständige Differential von 
Iy(u)du. Dies giebt 


Satz 2. /st v ein integrir Er Factor der Differential- 
Gleichung 
M(z, y)d& + N (@, y)dy = d, 
welcher das Integral u= Ü liefert, so ist auch V gleich v. yp(w) 
ein integrirender Factor. 
Damit sind aber alle integrirenden F'actoren erschöpft, 
denn es gilt auch der folgende 
Satz 3. Sind V und v zwei integrirende Factoren der 
Differential- Gleichung 
M(z, y)dz + N, y)dy = 0, 
und ist der Quotient von V und v keine Constante, so ıst das 
vollstündige Integral der vorgelegten Differential- Gleichung 
V 
(13.) = u Ci, 


wobei Ch eine willkürliche Constante bedeutet. 


Beweis. Nach Voraussetzung sind 
(14.) du=v(Mdz + Ndy) und dU = V(Mdx + Ndy) 
vollständige Differentiale, folglich wird 


V OU OU V/ou OU 7 
(15) dU= du, oder Gude+ ,dy=, (ud +5, y): 
also 

TUT ou Vou 
= OR IL + v 2v) Eh 
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Da diese Gleichung für unendlich viele Werthe von dx und 
dy gelten soll, so muss 


(KT. oU _Vou und OU _V ou 
) 02 v 68 Oy u 0y 
sein. Setzt man nun 

(18.) = pz, Yy), U= De, y), 


so kann man y aus der ersten dieser beiden Gleichungen aus- 
rechnen und in die zweite einsetzen. Dadurch erhält man 


(19.) y=Yla, u, U= bla, (le, u) = Fa, u). 
Dies giebt 
DON OENLO BIO 


ER er In On} du in 
BR OU_Vöu_  OFön 
e; oYy my. du Oy' 
folglich ist 

KIREOH OF 
102.) > = du und 02 = 0, 

a 

d.h. U= F(z, w) und deshalb auch EEE sind Functionen 


der einzigen Veränderlichen «, so dass 
V 
(23,) —= gu) = Ci 


das allgemeine Integral der vorgelegten Differential-Gleichung ist. 


S 84. 
Beispiele zur Erläuterung. 
Aufgabe 1. Man soll die Differential-Gleichung 
(1.) yde — (+ y)Jdy=O 
integriren. 
Auflösung. Da die vorgelegte Differential-Gleichung homogen 
ist, so setze man y= xz; dann ergiebt sich 
zde — (1 + 2) (edz + zde) = 0, 
oder 
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de +(1+ 2)edz = 0, = + ("+2 I) —=0, 


(2.) le+le— 20, oder y—°=6. 
In diesem Falle ist also 
T 
(4) un Ze 


Damit Gleichung (1.) diese Form erhält, muss man sie mit 


a multiplieiren. Der integrirende Factor ist daher in diesem 


Beispiele 
je 
(0.) = m y . 
Aufgabe 2. Man soll die Differential-Gleichung 
(6.) zdy — ydz = 0 
integriren. 


Auflösung. Durch Trennung der Variabeln findet man aus 
dieser Gleichung ohne Weiteres 


SEN ly—lz2=I(, 
Y T 
oder 
(7 Ba 
(7.) ex C 
Bezeichnet man also die Function z mit x, so wird 
dy — yd. 
(8.) di u =. 


Damit Gleichung (6.) diese Form erhält, muss man sie mit 
‚dem integrirenden Factor 


(9.) I 


multipliciren. 
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Aufgabe 3. Man soll die Differential-Gleichung 
10) [ya — y) — zy?]dz + [xy — ze — y)?]ay = 0 
integriren. 

Auflösung. Die vorgelegte Differential-Gleichung kann durch 
keine der bisher angegebenen Methoden integrirt werden. Multi- 
plieirt man sie aber mit dem Factor 


1 
11. a N 
Sr zyle —y)’ 
so geht sie über in 
INA 2. 1 
12. a Hler,|A —0 
N x (ey) @—y® yl? 


Die linke Seite dieser Gleichung ist das vollständige Difte- 
rential der Function 


(13.) u=1(Ö age C, 


wie bereits in $ 72, Aufgabe 5 ermittelt worden ist. 

Weitere Beispiele für die Bestimmung des integrirenden 
Factors wurden bereits bei der Integration der linearen Diffe- 
rential- Gleichungen erster Ordnung in S 81 (Aufgabe 7, 8 und 9) 
ausgeführt. 


8 85. 
Bestimmung des integrirenden Factors. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 185 bis 190.) 
Die Bedingung, dass v(Mdx + Ndy) ein vollständiges Diite- 
rential wird, ist nach Formel Nr. 175 der Tabelle 
O(vM) _OleN). 
Dymo 


dies giebt 
„eH O0 _ „eN 2 
oder 


E öN 0M 
(1) Ma Ne van 
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Diese Bedingung ist nothwendig, aber auch hinreichend da- 
für, dass v ein integrirender Factor ist, und zwar ist Gleichung 
(1.) eine partielle Difterential-Gleichung für v, denn sie enthält 
die partiellen Ableitungen = und - Man kann. schon daraus 
entnehmen, dass die Integration dieser partiellen Differential- 
Gleichung im Allgemeinen schwieriger sein wird als die Inte- 
gration der ursprünglich gegebenen Differential - Gleichung 

Mdx + Ndy =0. 


Es giebt aber mehrere Fälle, wo die Bestimmung von ® 
ausführbar ist. Von diesen Fällen sollen hier einige hervor- 
gehoben werden. 


I. Fall. Der integrirende Factor v sei eine Function von & 
allein, es sei also 


Ov Ov do 
Kr Oo 02 de 
Unter dieser Voraussetzung geht Gleichung (1.) über in 
| do OR CH 
SAN Mer: 
de Öx 0 ) 
oder 
(3 ) 1 dv = —_ ab ON SR om & 
; vde N\or oy ) 


Die linke Seite dieser Gleichung ist eine Function der ein- 
zigen Veränderlichen z, folglich muss es auch die rechte Seite 
1./0N 20M 
sein. Ist also der Ausdruck N\22 a 
so findet man einen integrirenden Factor v aus Gleichung (3.); 
es wird nämlich 


je a 
(4.) I (-5)7 et) v=e- AG: 


von y unabhängig, 


0x Oy 
Beispiel. 
Aufgabe 1. Man soll die Differential- Gleichung 
(5.) (y+y+ Dde+(e + )dy = 0 


integriren. 
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Auflösung. Hier ist 
o) + ae) RB N Re 
DINDR Oy za: 1+2? 
folglich wird nach Gleichung (3.) 
(7) 2 P=—l(ite) o = 
Indem man Gleichung (5.) mit diesem integrirenden Factor 
v multiplieirt, erhält man 


1 
(8.) du -(v -H ra)e +2dy—=0, 
also 
(9.) u=/ady + pl) = ay + Yya)= 0, 


wobei g(z) eine Function der einzigen Veränderlichen z ist, 
die man aus der Gleichung 


ou dp(&) _ 1 
u) Pe in aa det Fr 
findet, und zwar wird 
A T 
GEILE) dy(z) = 1m’ p(z) = arctgz, 
folglich ist 
(12.) u=2y- arctigx = (. 


ll. Fall. Der integrirende Factor v sei eine Function von y 
allein, es sei also 
o_. _de 
De rd 
Unter dieser Voraussetzung geht Gleichung (1.) über in 


Node noy) 
oder 
Bau EL ONAMEON 
) vdy M a); 


Die linke Seite dieser Gleichung ist eine Function der ein- 
zieen Veränderlichen y, folglich muss es auch die rechte sein. 
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ON 0M 


Ist also der Ausdruck — EL TETP von xz unabhängig, so 


findet man einen a Factor v aus Gleichung (13.); 
es wird nämlich 


(14.) lv (3 oM ı _ sar- ans 


Beispiel. 

Aufgabe 2. Man soll die Differential - Gleichung 
(15.) (ay?* — y’)da + (1 — zy?)dy = 0 
integriren. 

Auflösung. Hier ist 
ON 0M — y? — 2ry + Sy 
M\dz a) yz — y) y 
folglich wird nach Gleichung (14.) 


(16.) 


y? 
Indem man Gleichung (15.) mit diesem integrirenden Factor 
v multiplicirt, erhält man 


(18.) du = (2e — y)de + e — z)dy 08 
also 


(19) u = (@ Ye lv —, +W)=C 


wobei %(y) eine Function der einzigen Veränderlichen y ist, die 
man aus der Gleichung 


ou PERS EG 
Eee a leer: ® 


(17.) v=  21y, vo=—- 


(20.) 


findet, und zwar wird 


dy 1 
> r een = —— 
(21.) y(y)dy = u y(Y) BF 
folglich ist 

2 


oder 
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(22a.) ay — 2ay? —20y—2—=0. 


li. Fall. Der integrirende Factor sei eine Function der 
einzigen Veründerlichen z= xy; es sei also 
Ov dv Ov dv 
ee 
Unter dieser Voraussetzung geht Gleichung (1.) über in 


dv ON 0M 
oder 
1 dv us oN 0M 
(23.) vd zM—yN\0x Be En) 


Die linke Seite dieser Gleichung ist eine Function der ein- 
zigen Veränderlichen z, folglich muss es auch die rechte Seite 
sein. Ist also 2 N 2) nur abhängig von @zy = z 

zM—yN \ ör Oy | 
so findet man einen integrirenden Factor v aus Gleichung (23.); 
es wird nämlich 


ON 0M dz 
ee) 2 = {| ÖX Oy ) zM — yN’ 
ON _OM dz 
(25.) De Ale Oy aM —yN 
Beispiel. 

Aufgabe 3. Man soll die Differential - Gleichung 
(26.) (y + zy?)dz + (2 — z’y)dy = 0 
integriren. 

Auflösung. Hier ist 

ON 0M 
(27.) FE (1 — 2zy) — (1 + 2ry) = — 4ay, 


28.) zM—yN=(ay + @y) — (ey — a?y’) = 2uy?, 
folglich wird 


9) 


Ad 


6) > 
(29.) ) — 
zy z 


1 ON 
xM—yN ( 02 
eine Function von z=zy allein, so dass man aus den Glei- 
chungen (24.) und (25.) 
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27 


dz 1 
(30.) = 2/2 = —2s, oder on 


findet. Multiplieirt man Gleichung (26.) mit diesem integrirenden 
Factor, so ergiebt sich 


BR (al. Aw 
1) ultra ,)u=0 


ih 1 1! 
92) = [a + )etmW=— ++ HW)=C, 


wobei y(y) eine Function der einzigen Veränderlichen y ist, die 
man aus der Gleichung 
ou 


. 1 
(33.) a A 


findet; und zwar wird 


d 
(34.) = = —y, 
folglich ist 
l 
= rar C, 
oder 
äb 1 
(852) ie ET (02 


IV. Fall. Der integrirende Factor ser eine Function der 


einzigen Veründerlichen z = I; es sei also 
x 


Ov u, do 08 m dr 
en in Eee 
Unter dieser Voraussetzung geht Gleichung (1.) über in 
zM + yN dv ON 0M 
A 
oder 


(37.) 1 2 Sn a RE ee | 
vdz zM-+yN\06x Oy 

Die linke Seite dieser Gleichung ist eine Function der ein- 

zigen Veränderlichen z, folglich muss es auch die rechte sein. 


$ 85. Bestimmung des integrirenden Factors. 491 


22 ONE oM 


o “ = 
Ist also TRUGEN Gr nur abhängig von ==, so findet 


man einen integrirenden Factor v aus Gleichung er es wird 
nämlich 


fe a’dz 
(38.) lv -/( Ja an” 


6) 5 x2dz 
(39.) ae 


Beispiel. 
Aufgabe 4. Man soll die Differential- Gleichung 


j int? I zii KA 
(40.) 32sin(?) + yeos(%) dz »eos(* )dy —A, 
integriren. 


Auflösung. Bezeichnet man 2 ‚mit z, so wird in diesem 
Falle 


Be 


x iD 1 
zM +yN (32”sinz + zycosz) — zycosz 3sinz 
ON 0M 
a a eos zein?) — — 50082, 
also ist 
(41) = u 5, )- 5.0082 
; zM + Ss 3sinz 


eine Bone von z= > allein, so dass man aus den Glei- 
chungen (38.) und (39.) 

5 (cos2dz 5 1 

(42) = — f = [ina), R— 3 

(sinz)? 


findet. Multiplicirt man Gleichung (40.) mit diesem integrirenden 
Factor v, so ergiebt sich 


(43.) Ei l 3X er Yo | de x c0o82dy 1 
— s =. 
(sinz)’?  (sinz)? (sinz)? 


Daraus folgt 
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5) 
(44) = je +9) = — [eig 3c0s2dz + p(e) 


(sinz)? 


732 2 
3 _ 3% 


ur Acer, NO: ya)=0, 


wobei „(z) eine Function der einzigen Veränderlichen z ist, die 
man aus der Gleichung 


=+ > (sine) 


(45.) x == 3r(sinz) 3 + y(sinz) 


> 
’c082 + @'(x) 
= EN 
— 3e(sinz) ?+ y(sinz) °cosz 
findet. Es wird also 
(46.) ya)=0, ya) e 
Dabei kann man die Integrations-Constante e gleich Null 


setzen, weil man auf der rechten Seite von Gleichung (44.) 
bereits eine Integrations-Constante € hinzugefügt hat. Man 


erhält daher 
Bl 5 =, 
u sh ©) = 
oder 


(47.) 322 — >c| sin OT | 


Setzt man noch 803 = 27C'?, so kann man diese Gleichung 
auf die Form 


(48.) = c>sin(2), oder == + C, sin(2) 
bringen. 


V. Fall. Der integrirende Factor sei eine Function der ein- 
zıgen Veränderlichen z—= x? + y?, es sei also 


Od dv (v dv 
‘ ra m — cc —e 
_ 0x 2 dz’ Oy =y dz 
Unter dieser Voraussetzung geht Gleichung (1.) über in 
dv ON 0M 
2 — —— ee ey 
en de "\ dr Oy ) 
oder 


i 
: 
! 


N a 


ö 
DB _ ul 
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I dumm 1 ON 0M 
vdz 2yM—aN)\dr oh 

Die linke Seite dieser Gleichung ist eine Function der ein- 

zigen Veränderlichen =, folglich muss es auch die rechte sein. 
1 ON 0M 

yM—zN\0z © 

so findet man einen integrirenden Factor vo aus Gleichung (50.); 

es wird nämlich 


(50.) 


Ist also nur abhängig von + yY=z, 


ON dz 
(51.) v = Br 
ON 5 dz 
(52.) Or Rt r 2(yuU —aN), 
Beispiel. 


Aufgabe 5. Man soll die Differential- Gleichung 
(53.) (aY x? + y? — ox)dz + (BY? + y? — ey)dy = 0 
integriren. 

Auflösung. Bezeichnet man z?-+y? mit z, so ist in diesem Falle 
(54.) yM— z=N= (ayVz— cxy)—(bzVz— cay)=(ay—bz)Yz, 

ON 0M ber a ay — bz 

02 Oz 6y eye 
folglich ist 


ON 0M ) ER E SLR NN 
0x Oy /yM—xN z 
eine Function der einzigen Veränderlichen z. Deshalb findet 
man aus den Gleichungen (51.) und (52.) 
- 1 2 

(57.) ve—=—-]z, era Zen 

Multiplicirt man Gleichung (53.) mit diesem integrirenden 
Factor v, so ergiebt sich 


ee (Ar) 1 ee ARE TT a 
58) du= (a, =) de + ( VER =) dy=0 
(59.) u -/((« ya )det y(y)= ac— eV + y°+ yy)=0, 


(56.) 
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wobei g(y) eine Function der einzigen Veränderlichen y ist, die 
man aus der Gleichung 


ou c c 
ee ee a re 
findet. Es wird also 
(61.) yy)=b, yly) = By, 

(62.) u=az +by—cVr+y= C. 


In ähnlicher Weise kann man noch eine ganze Reihe von 
besonderen Fällen behandeln, bei denen der integrirende Factor 
eine Function einer einzigen Veränderlichen z ist, die selbst 
wieder eine passend gewählte Function von z und y sein darf. 
In allen diesen Fällen ist zuerst der Ausdruck 

ON 0M 
0x Oy 


zu bilden. Ist dieser Ausdruck gleich Null, so ist schon 

Mdxz + Ndy 
selbst ein vollständiges Differential, ist er aber von Null ver- 
schieden, so kann man der Reihe nach versuchen, ob 


| 
| 
| 
| 


15/0 NILONMNUR | 
(3 dY ) eine Function von & allein, | 
170NIA 0M: | 
oder ob Ar M\or 3y) „ „ De | „ | 
‚) ON 0©OM ) Be 
” ” zM — yN or Oy PR] ” ” Yy ” 
14 ON Br =) y 
k r zM + yN Or Oy R f # T 2 
1 ON 0M EN 
A } yM—xN Öx Fe) ” ” „rt +Y ” 


ist. Trifft einer dieser 5 Fälle ein, so kann man nach den an- 
gerebenen Regeln den integrirenden Factor leicht bestimmen. 

Erwähnt möge noch werden, dass der häufig vorkommende 
Ausdruck zdy — ydz die integrirenden Factoren 
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I A 1 
ASS y2 242 
besitzt. Es folgt dabei aus den Gleichungen 
EV TREU a 


x? y + 2 
(64.) u EA BER =, A arctg( Dh 
T Y 


Er Ausdruck zdxz + ydy hat den integrirenden Factor 


dy — da 
(63.) du, = re 


‚ und zwar folgt aus 


72 = m 
xzdz + ydy 
65. RES EE A RRR AN 
(65.) du RE 
1 
(66.) De 5 1a? + y?). 
S 86. 


Differential-Gleichungen erster Ordnung höheren Grades. 


Eine Differential- Gleichung erster Ordnung und z'en Grades 
hat die Form 


(1.) ( + r()+ ar Et oe n + U=0. 


Hierbei bedeuten die Coefficienten P, ’ 2, U’peliebiee 
Functionen von z und y oder constante Grössen. 


Denkt man sich nun Gleichung (1.) im Bezug auf 2 auf- 


gelöst, so erhält man» verschiedene Differential - Gleichungen 
erster Ordnung und ersten Grades, nämlich 


d dy dy 
2) Z=HR@y), = Bay) = Ray) 
wobei Az, y), Plz, y), -.. Fa(z, y) Functionen von x und y 
oder constante Grössen sind. 
Durch Integration der Gleichungen (2.) erhält man dann 
(3.) yılz, %, cı) —D), pet, Y; C3) —=0,... Pnl%, Y, on) =. 


Jede dieser Gleichungen ist ein Integral der Differential- 
Gleichung (1.). Man kann alle diese Lösungen zusammenfassen, 
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indem man die Gleichungen (3.) mit einander multiplicirt. Dies 
giebt 
(4.) yılz, y, cı)- Palz, Y%, ©) ..- Pn(z, Y, En) = 0. 

Da dieses Product gleich 0 wird, wenn man einen der 
Factoren gleich O0 setzt, so wird die Allgemeinheit der Lösung 
nicht beschränkt, wenn man die Integrations-Constanten cı, 


C9,...Cn alle einander gleich setzt. Dadurch geht Gleichung 
(4.) über in 
(42.) yılz, Y, e) . Gal2, Y%, €). Pulz, Yy, ec) = 0. 


Sind z. B. in Gleichung (1.) die Coefficienten P, Q,... 7, U 
eonstante Grössen, so gehen die Gleichungen (1.) und (2.) über 


n—1 d: N— ee 
an (+ P()+ 0 Da EN 


Edel 


Daraus folgen die » Differential-Gleichungen 
d d d 
(9.) Im, = a, en, 
wobei a, as,...a, auch constante Grössen sind. Deshalb wird 
in diesem Falle 
(6.) H=Yy—HcH+Hc=0, P=Yy—BCHe=0, ...Pn=Yy—unCcH+c=0, 
oder 


— in a0: 


(6.) it, YET RG NE 
T x 


Gleichung (4a.) geht daher in diesem Falle über in 


m (et) 


T 


oder mit Rücksicht auf Gleichung (1a.) in 
n n—1 n—2 
vu HOHER JE ten 


In diesem Falle ist also die Auflösung der Gleichung (1.) 


f) : se 
nach Te welche mitunter bedeutende algebraische Schwierig- 


keiten verursachen würde, nicht einmal erforderlich. 


A nr u DT a a dt En = U U 


Pi Un 2 


Zn, rt ee ie ie See A ie er 


ee 
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Beispiele. 
Aufgabe 1. Man soll die Differential- Gleichung 


(8.) (Z N) a=0 


integriren. 
Auflösung. Aus Gleichung (8.) folgt zunächst 
dy dy 
(9.) aA ta und a 
und daraus durch Integration 
Va or ande) Ga ar, 


oder 
10) yte—-a)yterta)=(y+o?— a0. 


Aufgabe 2. Man: soll die Differential- Gleichung 
Ye. 
integriren. 
Auflösung. ge (11.) lässt sich auf die Form 


m Eder )= 


bringen, folglich erhält man für das allgemeine Integral 

12) Yte-d)Yyte—a)y+c+3)=0, 

oder 

(12a.) (y+o%?—72.(y+o-+ 62° =0. 
Aufgabe 3. Man soll die Differential - Gleichung 


(13.) (Z)= ax 
integriren. 
Auflösung. Aus Gleichung (13.) folgt 
(14.) dy=+YVazde und dy=—Yaxdx 
und durch Integration 


2 — K 
(15.) y+0o- VYa=0 und yte+ ZYa=0. 


Kiepert, Integral- Rechnung. 32 
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Jede dieser beiden Gleichungen kann als Integral der vor- 
gelegten Differential-Gleichung angesehen werden. Indem man 
die beiden Gleichungen (15.) mit einander multiplieirt, vereinigt 
man beide Lösungen und erhält 


[3(y + 0) — 22Vaz|[3(y + ©) + 22V ar] = 0, 


oder 
(16.) 9Yy+c? — Aa —0. 
Aufgabe 4. Man soll die Differential- Gleichung 
dy zdy 
(17.) (2) az y de, a 
integriren. 


Auflösung. Durch Auflösung von Gleichung (17.) nach 
2 findet man die beiden Werthe 


dx 
| N EEE FR) / ER 2 
ee EV er 
da Y de Y 
oder 
(10.) ER) "U = +dr und 2 au} — — de, 


Ver+ y Very 

also durch Integration 

20) Vety=zte wd Vetp=—a—e, 

oder, wenn man beide Lösungen vereinigt, 

(21.) (Ve+y Zr (Va?+y? +2 +)=yP 2a —2=0. 
Aufgabe 5. Man soll die Differential - Gleichung 

(22.) (a? — Ze a) + bx(a? — (7) — —be=0 

integriren. 

Auflösung. Durch Auflösung der Gleichung (22.) nach 2 


erhält man die drei Differential- Gleichungen 

dy dy 1 dy 1 

— uhr, — Psereere) ne eng ee 
dx 2 eh: + Ver—a? de Ve-—-a: 


und findet daraus durch Integration 


AN N. SR  (&\, 
(2). y+tce= arcsin(” ) 


(23.) 


(24.) yte= — 


u Es SE a ae 
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Indem man diese drei Lösungen vereinigt, ergiebt sich die 
Gleichung 


2 
(3 +c+ A y + c— art sin() E +e-+ art sin(”) =(, 


oder 
f m b ; : ] 
235) y+ ++ — laresin ) Eh 


=| BELEN 
arcsın (2)\ —ı(; 
2 a 

S 87. 


Integration durch Differentiation. 

(Vergl. die Formel- Tabelle Nr, 191—194a.) 
Es war schon in dem vorhergehenden Paragraphen erwähnt 
worden, dass die Auflösung der Differential-Gleichungen erster 


Ordnung höheren Grades nach häufig auf grosse algebraische 


Schwierigkeiten stösst. Es sollen deshalb hier noch einige Fälle 
untersucht werden, bei denen man die Integration durch andere 
Mittel ausführen kann. 
Der Kürze wegen möge hierbei 
d 


(1.) = —p, also dy = pdk 


gesetzt werden. 


l. Fall. Die Differential- Gleichung enthalte y gar nicht 
und sei auflösbar nach x; die Gleichung habe also die Form 


(2.) z=y(Pp); 

dann findet man durch Differentiation 

(3.) de = y'(p)dp, 
oder mit Rücksicht auf Gleichung (1.) 

(4.) pde = dy= y'(p).pdp, 
(5.) y=Jy‘(p) .pdp + C. 


Indem man aus den Gleichungen (2.) und (5.) die Grösse p 
eliminirt, erhält man die gesuchte Gleichung zwischen x und y. 
32* 
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Beispiele. 
Aufgabe 1. Man soll die Differential-Gleichung 
(6.) x = 4p? — 6p° + 12p — 15 
integriren. 


Auflösung. Indem man Gleichung (6.) differentürt, erhält 
man die Gleichungen 


(7.) dz = (12p° — 12p + 12)dp, 
(8.) dy = (12p? — 12p? + 12p)dp, 
also 

(9.) y= 3pt — 4p° +6p° + C. 


Durch Elimination der Grösse p aus den Gleichungen (6.) 
und (9.) findet man dann die gesuchte Gleichung zwischen x 
und y. 

Aufgabe 2. Man soll die Differential- Gleichung 
(10.) z = arcsinp— Yl—p? 
integriren. 

Auflösung. Indem man Gleichung (10.) differentiirt, erhält 
man die Gleichungen 


1 p 
a A: 
p p? 
Ve y Ir’ 
also mit Rücksicht auf die Formeln Nr. 25 und 77 der Tabelle 
et DEE 
(13) y=—YV1 Hl — p? +, arcsinp + C, 
oder 
(14.) 2y— 2 =20—(1+p)VY1—p. 


Il. Fall. Die Differential- Gleichung enthalte x gar nicht 
und sei auflösbar nach y;, die Gleichung habe also die Form 


(15.) y=Y(P); 


dann findet man durch Differentiation mit Rücksicht auf Glei- 


chung (1.) 


a Bene ne 2 0 .-: = 
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aa) dy = pdx = y'(p)dp, 
(17.) ee 
E 
also 
(18.) PER / an er 


Indem man aus den Gleichungen (15.) und (18.) die Grösse 
p eliminirt, findet man die gesuchte Gleichung zwischen x und y. 


Beispiele. 
Aufgabe 3. Man soll die Differential-Gleichung 
2a 
integriren. 
Auflösung. Durch Differentiation findet man aus Gleichung 
(19.) | 
4apdp 
20. dy = pdı = — — ——— 
4adp 
21. de = — ——— : 
( ) % (1 + p? jr 


Dies giebt nach Formel Nr. 109 der Tabelle 


x. RRENR, p 


Setzt man 
t m —t 
Gonna, D— ce (5) = te ) 
also 
2 } t 2p 
Ban 2 Zn ES —t= i 
72 2sın (5) 1—.cosi, I+rp sınz, u 2arcigp, 
so gehen die Gleichungen (19.) und (22.) über in 
(19a.) y= all — cost), 
z = at— n — sind) +C, 

oder 
(22.) 2 — = at — sind). 


Das allgemeine Integral stellt also eine Schaar von CyAlorden 
dar. 
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Aufgabe 4. Man soll die Differential- Gleichung 


BR V a? —p? 
(23.) A ET 
integriren. 
Auflösung. Durch Differentiation folgt aus Gleichung (23.) 
dp 
(25.) BLU EN 
p®V p? 


also nach Formel Nr. 82 und 28 der Tabelle 


(26.) VD N. 
i 2ap? 2a) „Va — p 
VER 


2a2p? ar 5 | 


Da noch aus Gleichung (23.) folgt, dass 


a —— a°y 
27T. = es 2 — p? E— en 
(27.) da are iz VRR 


ist, so findet man aus Gleichung (26.) 
(28.) 2a — 20) = a’yYaty? +1 +l(ay+YVay? +1). 


Il. Fall. Die Differential- Gleichung enthalte alle drei 
Grössen x, y und p, sei aber nach x auflösbar; die Gleichung 
habe also die Form 


(29.) = f(y,P). 
Indem man diese Gleichung ditferentürt und Gleichung (1.) 
beachtet, erhält man 


oder 


1 Of Of 
(30.) (= B, dy — DB ar,.0; 


Dies ist eine Differential-Gleichung erster Ordnung zwischen 


y und p, die in Bezug auf z nur vom ersten Grade ist und 


. 
Eh Teer 
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sich in vielen Fällen leichter integriren lässt als die vorgelegte 
Differential-Gleichung (29... Hat man die Integral- Gleichung 
(31.) yy,Pp,C)=0 

gefunden, so folgt durch Elimination von p aus den Gleichungen 
(29.) und (31.) die gesuchte Gleichung zwischen x und y. 


Beispiel. 
Aufgabe 5. Man soll die Differential -Gleichung 
m? 
(32.) yp— 2zp +y=0, oder == ne 


integriren. 

Auflösung. Durch Differentiation folgt aus Gleichung (32.) 
4 _ pl +Pdy—yl—p)dp 
ern 2p? | 


dt 


oder 
(33.) pl — pr)dy + yil — pr)dp = (1 — pP)(pdy + yap) = 0. 
Diese Gleichung wird befriedigt, indem man entweder 
| N 


—)— en ee ee 
(34.) 1—-p=0, ao p= Hl, 
oder 
(35.) pdy + ydp = V 
setzt. Aus Gleichung (34.) folgt durch Integration 


Hier darf aber die Integrations-Constante C nicht jeden 
beliebigen Werth haben, denn, wenn man py=-+1 in die Glei- 
chung (32.) einsetzt, so erkennt man, dass in Gleichung (36.) 
der Werth der Integrations-Constanten C' gleich 0 sein muss, 
dass also Gleichung (36.) in 
(36a.) y-Eıx 
übergeht. 

Aus Gleichung (35.) findet man dagegen durch Trennung 
der Variabeln 


(37.) ET ER 


(38.) ly+lp=16, oder py=(, also p= n 
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Trägt man diesen Werth von p in Gleichung (32.) Du so 
findet man 
(39.) Proc DO, 

Diese Gleichung ist das allgemeine Integral der vorgelegten 
Differential-Gleichung und stellt eine Schaar von Parabeln dar, 
welche sämmtlich die beiden durch Gleichung (36a.) dargestellten 
geraden Linien in den Punkten mit den Coordinaten 

li ee 
berühren. 


IV. Fall. Die Diferential- Gleichung enthalte alle drei 
Grösse x, y und p, sei aber auflösbar nach y; die Gleichung 
habe also die Form 
(40.) y=f(z p). 

Indem man diese Gleichung differentiirt und Gleichung (1.) 
beachtet, erhält man 

ie ud of 
Be 
oder 
| DL BE IX 

Dies ist eine Differ en erster Ordnung zwischen 
x und p, die in Bezug auf 2 nur vom ersten Grade ist und 
sich in vielen Fällen leichter integriren lässt als die vorgelegte 
Differential-Gleichung (40.) Hat man die Integral-Gleichung 
(42.) y(z,p, 0) = 0 
gefunden, so folgt durch Elimination von p aus den Gleichungen 
(40.) und (42.) die gesuchte Gleichung zwischen x und y. 


Hat die Differential-Gleichung z. B. die Form 
(43.) y=z.f(p)+y(P), 
so wird mit Rücksicht auf Gleichung (1.) 


(44.) Y=p —=f(p) + le.) + 


oder 
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(45.) Pfr. fp) = pp). 


Dies ist aber eine Zineare Differential- Gleichung erster 
Ordnung, die man nach den Angaben in S 81 integriren kann. 
(Vergl. auch Formel Nr. 183 der Tabelle.) 

Von besonderem Interesse ist der Fall, wo in der vorher- 
gehenden Entwickelung f(p) gleich p ist, wo also die Diffe- 
rential-Gleichung die Form 


(46.) y=pax-+ y(p) 
hat. Dann erhält man durch Differentiation 
dy = pda = pdz + zdp + y'(p)dp, 


oder 
(47.) + (Do. 
Diese Gleichung wird befriedigt, indem man entweder 
(48.) dp=0, 
oder 
(49.) +) 
setzt. Aus Gleichung (48.) folgt durch Integration 
(50.) » 4% —6G as y=lbz-t GC, 


wobei die zweite Integrations-Constante ermittelt wird, indem 
man den gefundenen Werth von » in die Gleichung (46.) ein- 
setzt. Dies giebt 

(51.) y=(z+og(C), also G=ylÜ). 

Da hierbei die Integrations-Constante (€ unendlich viele 
Werthe hat, so ist Gleichung (51.) das allgemeine Integral der 
vorgelegten Ditferential-Gleichung. 

Ganz verschieden davon ist die Lösung, welche man findet, 
indem man aus den Gleichungen (46.) und (49.) die Grösse p 
eliminirt. Dass man auf diese Weise wirklich eine Lösung er- 
hält, kann man in folgender Weise zeigen. Denkt man sich 
aus Gleichung (49.) p als Function von x ausgerechnet und in 
Gleichung (46.) eingesetzt, so findet man, indem man diese 
Gleichung nach x differentürt, 
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d ad 
I =p+ + 90] 


d 
also mit Rücksicht auf Gleichung (49.) 
dy 
2. een. 
e de 
Beispiel. 


Aufgabe 6. Man soll eine Curve bestimmen, bei welcher 
der Abschnitt der Tangente zwischen den beiden Coordinaten- 
Axen eine constante Länge ce hat. 

EB 392. Auflösung. Damit die Gerade AB 
(Fig. 132) eine Tangente der Curve im 


& Punkte P ist, muss 

| an, I 

N ma) 7 +, oder Y„=px +u 
| 2 sein, wobei die Zaufenden Coordinaten der 
\ Geraden mit =‘ und y‘ bezeichnet worden 
| RN kr sind. Die Abschnitte OA=a und OB=b, 
| | N NE welche diese Gerade auf den Coordinaten- 
VE A - Axen abschneidet, sind dann 

(53.) ; 

p 
Da nach der Forderung der Aufgabe 

(54.) a? + Dee 

sein soll, so findet man 

= a cp 

85. —— u? — oder a a en 
( ) p? 9 w yı er p 


Nimmt man hierbei das obere Zeichen, so geht Gleichung 


(52.) über in 
> cp 
(56.) Yi— per 
LE 
Da die Gerade durch den Punkt 7 hindurchgehen soll, so 
erhält man die Differential - Gleichung 


(57.) y=pc-+ 


Las u a En U a MD ld El un Zu Fan u 0 une nn 
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Aus dieser Gleichung folgt durch Differentiation 


dy m (? de c )z 
ae ne ’ 
NT arpayyırp/de 

oder 

a c dp 

(58.) (+ —) A 

ee 
Diese Gleichung wird zunächst befriedigt, indem man 
(59.) Ai — RU a —H 8, 


dz dz 


setzt und diesen Werth von p in Gleichung (57.) einträgt, woraus 
man 


Ce 
(60.) | y=(tx+ Ve 
findet. Diese Gleichung enthält die willkürliche Constante C 
und ist daher das allgemeine Integral der vorgelegten Differential- 
Gleichung. Jede Curve der gefundenen Curvenschaar ist eine 
gerade Linie, welche mit ihrer Tangente zusammenfällt und auf 
den Coordinaten-Axen die Abschnitte 


i ce eG 
61. UP ——nd b Ze u —— 
Di yvı+@ Vır@& 


bestimmt. Da hieraus 


®tM— ce 
folgt, so wird der Forderung der Aufgabe genügt. 
Gleichung (58.) wird aber auch befriedigt, wenn man 
[6 —lH 
+ er a 0, oder = zu rasen 
(1+P)V1+p? en 
setzt. Bezeichnet man den Winkel BAO mit t, so wird 


(62.) 


1 p 2 
(EBelem 2 tot) 2 Se ernst it — sind; 
I Kurz "VırP 
dadurch gehen die Gleichungen (62.) und (57.) über in 
(64.) 7 — 20080 Yyeosin?t 


Durch Elimination von 7 findet man aus diesen Gleichungen 


2 2 2 


(65.) 2’ y° —c°, 
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Die gesuchte Curve ist also eine Astroide. Für einen be- 
liebigen Punkt ?P der Astroide wird 


(66.) p=—tgl, 
so dass man für die zugehörige Tangente die Gleichung 
yY - y—pe—e), 
oder 
y' — esindt = — tgt(z’ — ccos®l), 

(67.) y—= —tgti.x' + esint 
findet. Deshalb sind die Abschnitte, welche diese Tangente auf 
den Coordinaten-Axen abschneidet, 
(68.) a —= c008t, %0.— eSin ih aloaa an 

Hätte man in Gleichung (55.) das untere Zeichen genommen, 


so hätte sich in den folgenden Gleichungen nur das Vorzeichen 
von e geändert. 


Setzt man in Gleichung (67.) — tg? gleich C, so geht sie 
in Gleichung (60.) über, welche das aligemeine Integral der 
Ditferential-Gleichung darstellte; d. h. die Astroide, welche man 
als eine besondere Lösung der Differential-Gleichung gefunden 
hat, berührt alle geraden Linien, die der allgemeinen Lösung 
entsprechen. 


S 88. 
5 | 
Die singulären Auflösungen der Differential-Gleichungen 
erster Ordnung. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 195.) 


Bei den Aufgaben 5 und 6 des vorhergehenden Paragraphen 
und ebenso bei der Difterential- Gleichung 


(1.) y=px + gy(P) 

fand man zwei Lösungen, von denen die eine noch eine will- 
kürliche Integrations- Constante enthält, die zweite aber nicht. 
Auch erkennt man bei diesen Aufgaben sofort, dass diese zweite 
Lösung, welche ohne Ausführung einer Integration gefunden 
werden konnte, kein particuläres Integral ist, d. h. die zweite 
Lösung geht nicht aus der ersten hervor, indem man der Inte- 
grations-Constanten einen ‚besonderen Werth giebt. 
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Man nennt daher eine solche besondere Lösung „eine singu- 
läre Lösung der vorgelegten Differential- Gleichung“. 

Der Zusammenhang zwischen der allgemeinen und einer 
solchen singulären Lösung ergiebt sich aus folgender Betrachtung. 
Es sei 


2 F(z, Y, 2)- 0, 
oder 

(2a.) M(z, y)de + N (z, y)dy = 0 
die gegebene Differential- Gleichung, und 
Kan Gl2,4.,.0) 0 


sei das allgemeine Integral. Die Gleichung (3.) stellt eine ganze 
Schaar von Curven dar, weil die Integrations-Constante C un- 
endlich viele Werthe annehmen darf. C ist also in Gleichung 
(3.) ein variabler Parameter. Für die Coordinaten der Schnitt- 
punkte zweier benachbarten Curven der Schaar, welche den 
variabeln Parametern C und C + Z7C entsprechen, gelten die 
Gleichungen 
(4.) Gare) te und Gel EAChe 0 
semeinschaftlich; deshalb gelten für die Coordinaten der Schnitt- 
punkte auch die beiden Gleichungen 
G(z, 1040 EEE AR, 
AC i 
Wird 7/C verschwindend klein, so gehen diese Gleichungen 
über in 


(6.) Gi Ur osund 


Bez unCrleurd 


0G(z, y, SI. 
BIO EL TRR 


Wenn man aus diesen beiden Gleichungen den variabeln 
Parameter C' eliminirt, so erhält man den geometrischen Ort 
aller dieser Schnittpunkte, d. h. die Umhüllungscurve der 
gegebenen Curvenschaar. (Vergl. D.-R., $ 117 und Formel 
Nr. 146 der Tabelle) Giebt es eine solche Umhüllungscurve 
oder Enveloppe mit der Gleichung 


(7.) Say), 
so ist diese Gleichung eine singuläre Lösung der gegebenen 
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Differential-Gleichung. Es galt nämlich der Satz: „Die Um- 
hüllungscurve (Enveloppe) hat in den Punkten, welche sie mit 
einer der Curven der gegebenen Qurvenschaar 
Ge, y,‚C)=V0 
gemein hat, auch die Tangente mit dieser Curve gemein“. (D.-R., 
S 117.) Im Punkte ? mit den Coordinaten z und y hat daher 
Ery 

IE = de 
denselben Werth, gleichviel ob man annimmt, dass der Punkt ? 
ein Punkt auf einer Curve der durch Gleichung (3.) dargestellten 
Curvenschaar ist, oder ob man den Punkt ?P als einen Punkt 
der Umhüllungscurve mit der Gleichung (7.) ansieht. 


Umgekehrt lässt sich auch zeigen, dass zwischen der 
allgemeinen Lösung 


(8.) GIRO 0 
und der singulären Lösung 
(9.) S(z, y) = 0 


einer Differential-Gleichung erster Ordnung immer dieser Zu- 
sammenhang besteht. Durch Differentiation der Gleichung (8.) 
erhält man nämlich 


REDNER FRE ER EA LTE © dy _ 
a de DE 0y dam Ge 
also 
dy Gıla, Y; C) 
‚uk Er : 
ar de Ga, u, 0) 


Der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung wird 
im Allgemeinen noch die Constante C enthalten. Damit dieser 


Werth von n in den durch Gleichung (2a.) vorgeschriebenen, 
nämlich in — nlCHE? ‚ übergeht, muss man also den Werth von 
N (@, y) 


C aus Gleichung (8.) ausrechnen und in Gleichung (11.) ein- 
setzen. Bringt man z. B. Gleichung (8.) auf die Form 


(8b.) 0= Ye, y), 
so geht Gleichung (11.) über in 
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(12.) dy _ u Gi [2, 9, 1, Y)| As _ M(&, Y) . 
dv G2|z, y, Plz, Y)| N (z, y) 
Es ist nun die Frage, wie ist es möglich, dass man aus 
irgend einer anderen Gleichung 
(13.) Se, y)=0 


denselben Werth von a erhält? 


Bestimmt man zur Beantwortung dieser Frage jetzt die 
Grösse C' so, dass für alle Werthe von x und y 


(14.) G(z, y, C) = S(e, y) 
wird, so ergiebt sich hieraus die Gleichung 
(15.) = w(e, y). 


Dabei sind die Functionen g(z, y) und w(z, y) möglicher 
Weise zunächst von einander verschieden, da aber nur solche 
Werthe von x und y in Betracht kommen, für welche S(z, %) 
und deshalb nach Gleichung (14.) auch G(z, y, C) verschwindet, 
so werden die Werthe von y(z, y) und v(z, y) für die betrach- 
teten Werthe von x und y einander gleich, so dass man 

C= via, y) = Pla, y) 
und 
(16.) G(z, y, 0) = G@lz, y, 92, y)] = 0 
erhält. Durch Differentiation findet man hieraus, indem man 
y und C als Functionen von = betrachtet, 
2 dG _9G 06 dy, 0G dc 
m) oa Nat 


Damit nun diese Gleichung denselben, durch Gleichung (2a.) 


dy .. / 
vorgeschriebenen Werth von nn liefert wie Gleichung (12.), muss 


d. 
0G dC 
sein. Dies ist aber nur möglich, wenn entweder 
dc 


ist, wenn also C' wirklich eine Constante ist, oder wenn 
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(20.) Aa Or, 

wird. Gilt Gleichung (19.), so erhält man das allgemeine Inte- 
gral, gilt dagegen Gleichung (20.), so braucht C keine Constante 
zu sein; man findet dann durch Elimination von C aus den 
Gleichungen (16.) und (20.) eine Gleichung, welche mit der 
Gleichung 


Sa,y)=0 
gleichbedeutend ist, d.h. man findet die singuläre Lösung. Die 
allgemeine Lösung stellt daher immer eine Schaar von Curven 
dar, welche die der singulären Lösung 


S(z, y) = 0 
entsprechende Curve zur Umhüllungseurve haben. 


$ 89. 
Uebungs-Beispiele. 


Schon in S 87 sind zwei Differential-Gleichungen integrirt 
worden, die eine singuläre Lösung zulassen. In Aufgabe 5 hatte 
man für die Differential - Gleichung 


(1) ypP —2zp + y= 0 
das allgemeine Integral 
(2.) G(a, y, )=y —2C02.+0?=0 


sefunden. Die Umhüllungscurve (Enveloppe) erhält man la 
Elimimation von C' aus Gleichung (2.) und aus der Gleichung 


(8.) en —2:+20=0, ode C=«. 
Dies giebt 
(4.) Po der) 


Die Gleichung der Enveloppe stimmt also überein mit der 
singulären Lösung der Differential - Gleichung. 
In Aufgabe 6 hatte man für die Differential - Gleichung 
P 
(8.) yapc He 
ME 
das allgemeine Integral 
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(6.) Ge, y,0)=y— 02 — Vır@ —ı 

gefunden. Die Gleichung der Curve, welche von diesen geraden 
Linien eingehüllt wird, erhält man, indem man C aus der 
Gleichung (6.) und aus der Gleichung 


Baar ONE e 


7. x ———( 
(7) 00 (I+0)Yı1ı+ 0 
eliminirt. Setzt man dabei wieder 

1 & 1 
8. en I IS 
(8.) eve: vire ’ 
so folgt aus den Gleichungen (6.) und (7.) 
(9.) PL DRG, 
oder 

2 2 2 

(10.) zii au =. 


Die Gleichung der Enveloppe, welche in diesem Falle eine 
Astroide ist, giebt also die singuläre Lösung der Differential- 
Gleichung. 


Aufgabe 1. Man soll die Differential- Gleichung 
(11.) YP—2yp+(il+)pP=1 
integriren. 

Auflösung. Indem man Gleichung (11.) nach y auflöst, 
erhält man 


(12.) yz=zp+Y1—p}, 
daraus folgt durch Differentiation 


Kara BDA dp 
oder 
| EN RER WE 8 
Diese Gleichung wird befriedigt, wenn man entweder 
dp k& BER dy £ 
(14.) ei Oerralsoa n—= RE Q, 
oder | 


Kiepert, Integral- Rechnung. 35 
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(15.) ee also + Yı-p=2 
setzt. Gleichung (14.) giebt das allgemeine Integral; indem man 
nämlich den gefundenen Werth von » in Gleichung (11.) ein- 
setzt, erhält man 
(16... G(2,9,0) = y5 2027 + CI ae 

Aus Gleichung (15.) dagegen ergiebt sich die singuläre 
Lösung, und zwar erhält man mit Rücksicht auf Gleichung (12.) 
(17.) ya = ut) P= ge 
oder, wenn man diesen Werth von p in Gleichung (11.) einsetzt, 

5 22°? ra) 


y 1-+.22 weis 


oder 
(18.) ae, 

Dieselbe Gleichung findet man aber auch, wie man ohne 
Weiteres erkennt, wenn man die Enveloppe der durch die 
allgemeine Lösung in Gleichung (16.) dargestellten Curvenschaar 


bestimmt. Dies geschieht durch Elimination von C aus Glei- 
chung (16.) und aus 


OG(z, y, Ges 5 ) Ava y ıy 
re — — 27y+2C11+2)=0, ode C= ur 
Dieses Beispiel führte Taylor auf die Entdeckung der singu- 
lären Lösungen. 


Aufgabe 2. Man soll die Differential- Gleichung 
(20.) ydz — zdy + a Y de? + dy? = 0 
integriren. 
Auflösung. Die gegebene Difterential-Gleichung kann man 
auf die Form 
(21.) y=pzFayl+p 
bringen, aus der durch Differentiation 


(19.) 


d; 
P=pteg Fer 
oder 
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an d» 
22.) (er — el 
( 1721 An p? dx 
folgt. Diese Gleichung wird befriedigt, wenn man 
dp dy 
2: en = —- 
(23.) Er 0, also p z C 


setzt. Trägt man diesen Werth von p in die Gleichung (21.) 
ein, so erhält man 
y=(trF avanı 902 
oder 
(24) Gay, OO) =y— 20ry + Or? — a1 + C09)=0. 

Dies ist die allgemeine Lösung der gegebenen Differential- 
Gleichung. Die singuläre Lösung findet man aus Gleichung (22.), 
indem man 
(25.) m oder VI +pP=- 
setzt. Dies giebt in Verbindung mit Gleichung (21.) 


2, 
(26.) y-pm——=-! ?— a), oder N 


x aa 
Bringt man Gleichung (21.) noch auf die Form 
Y”—2ayp+epf=ell+p), 


oder 

(27.) y? — 2xyp + (2? — a?)p? — a? = 0 

und setzt den eben gefundenen Werth von p ein, so erhält man 
(28.) + pP —d=0. 


Dieselbe Gleichung findet man aber auch, wie man ohne 
Weiteres erkennt, wenn man die Enveloppe der durch die 
allgemeine Lösung in Gleichung (24.) dargestellten Schaar gerader 
Linien bestimmt. Dies geschieht durch Elimination von C aus 
Gleichung (24.) und aus 


0G X, Y, C r ; Y 4 
(29.) u) = — 22y+20(@— a2) = 0, oder O= 4 e 
Aufgabe 3. Man soll die Differential- Gleichung 
(30.) (zp — y) @® — yp) = 2p 
integriren. 


33* 
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Auflösung. Setzt man 
(81.) “2 —YVz +u, y= Vz—u, also 22=x2?-+y?, 2u = —y”, 
so wird 


(32.) NN dy = —du De (de AuVz+u 
F 2Vz +u Yu (dz-+ du) Ver 
2(udz — zdu) 2duVz+u 
33. Eee 2 ae ZUR m — 2duyzru 
(33.) 2 Y BER ih z — yp ARTE 


Trägt man diese Werthe in Gleichung (30.) ein, so erhält 


man 
A(udz — zdu)du Vz+u +u _ 2(dz — duyyztu 
(dz + du YYzu (dz + du)Yz — u =, 
oder 
(34.) dz? — 2udzdu + (22 — 1)du? = 0. 


d. 
Bezeichnet man der Kürze wegen mit 21, so erhält 
Gleichung (34.) die Form 


(35.) 9? — 2up +22 —1=0, oder u DR ee 


2pı 
Indem man diese Gleichung nach « differentürt, findet man 


dpı d: 
pi (2 + 2p)— (pe + 2) 
Ne RR ae p) 


ih Ip: 
oder 
d 

(36.) (2417 = 

Hieraus folgt das allgemeine En indem man 

d 

(37.) Zn =04 als0saPpır 0 | 
setzt und in die Gleichung (35.) einträgt. Dies giebt 
(38.) 22 — 2 u =1— 0%, 


also mit Rücksicht auf die Gleichungen (31.) 
39) Gy, O)=-? +2 — Ca —Y)—-1+0=0, 
oder 
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x? y? 

40. I 2 rs 
=) Re Te 

Dieser Gleichung entspricht eine Schaar concentrischer 
Ellipsen und Hyperbeln. 

Die singuläre Lösung findet man, wenn man in Gleichung 
(36.) den Factor 


(41.) 2 —-2+1=0, abo pn = + VY%ar—i 

setzt und in die Gleichung (35.) einträgt. Dies giebt 

(42) 222 —- 1) F2uY2-1=0, oder v=+V22—1, 
da der Fal + VY2z—1=pı=0, welcher ein particuläres 
Integral (CU = 0) liefert, ausgeschlossen ist. Daraus folgt 


(43.) FE 

oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (31.) 
(44.) at — 220 + y 1? — y’+41=0, 
oder 


(444.) (@+y+VY2)(@e+y—V2) @—-y+V2)@-y—V2)=0. 


Dieselbe Gleichung findet man, wenn man die Enveloppe 
der durch Gleichung (39.) dargestellten Curvenschaar bestimmt, 
indem man aus dieser Gleichung und aus 


Y 2 wi 9 
a en de 
oc > 
den variablen Parameter € eli- Fig. 133. 
minirt. 


Der Gleichung (44.) oder 
(44a.) entspricht ein System 
von 4 geraden Linien (Fig. 133), 
die sämmtliche Curven der 
durch Gleichung (40.) gegebenen 
Curvenschaar berühren. Gleich- 
zeitig stellt jede dieser geraden 
Linien eine singuläre Lösung 
der vorgelesten Differential- 
Gleichung dar. Setzt man z. B. 
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(46.) z—y+YV2=0, ode y=z-+Y2, 
also 
(47.) Ba 


und trägt diese Werthe in die Gleichung (30.) ein, so erhält 
man 

@-2- Ve. V)=(-V}=2 
und erkennt, dass Gleichung (30.) durch diesen Werth von y 
befriedigt wird. 


8 90. 


Isogonale Trajectorien. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 196 und 197.) 
Wenn eine Schaar von Curven durch die Gleichung 


(19 Pie UV 


mit dem variablen Parameter u gegeben ist, und wenn die 


sämmtlichen Curven dieser Curvenschaar von einer anderen Curve 
nach einem bestimmten Gesetze geschnitten werden, so nennt 
man diese schneidende Curve „eine Trajectorie“ der gegebenen 
Curvenschaar. 

Unter den Trajectorien sind besonders bemerkenswertli die 
tsogonalen Trajectorien, welche die sämmtlichen Curven einer 
Curvenschaar unter einem gegebenen Winkel 9 schneiden. Ist 
dieser Winkel 9 ein rechter Winkel, so nennt man die schneidende 
Curve „eine orthogonale Trajectorie“. 

Um die Differential-Gleichung zu finden, welcher die 1s0ogo- 
nalen Trajectorien genügen müssen, gebe man dem variablen 

Parameter « in Gleichung (1.) 
zunächst einen bestimmten 
Werth, d. h. man greife aus 
der gegebenen Schaar eine 
bestimmte Curve heraus. Der 
Winkel, welchen die Tangente 
dieser Curve (Fig. 134) im 
- Punkte P mit der positiven 
Richtung der X-Axe bildet, sei 
«, dann ist nach D.-R., Formel Nr. 16 und 88 der "Tabelle 


Fig. 134. 


«& 
L 


$ 90. Isogonale Trajectorien, 919 


dy Filz, y, u) 
(2.) eh m de Fız, y, u) 
wobei die partiellen Ableitungen von F(z, y, u) nach x und y 
bezw. mit Fı(a,y, u) und Fax, y, w) bezeichnet worden sind. 
Nennt man nun die laufenden Coordinaten der isogonalen Tra- 
jeetorie x‘, y' und den Winkel, welchen die Tangente dieser 
Trajectorie im Punkte P‘ mit der positiven Richtung der X-Axe 
bildet, «‘, so ist | 


(3.) tg. o‘ Erz maul, 


Damit nun diese beiden Tangenten den Winkel 9 mit ein- 
ander bilden, muss 


(4.) a a 
sein. Dies giebt 

RER Sn oa Tan u 
(5.) tgue' =tg(e +9) = eg 


oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (2.) und (3.) 
F(@, y, %) 
ERS ER 
Br AERATR 4) 09  R+ Htgy i 
Fa, y, u) ” 
wobei der Kürze wegen A und # statt A(a,y,w) und Fix, y, u) 
gesetzt Ist. Multiplicirt man auf der rechten Seite dieser Glei- 
chung noch Zähler und Nenner mit cos$, so erhält man 
(7) dy‘, _ Fssind — Fcosy 
d« HJ2c0s4 + Asind 
Jetzt wird aber verlangt, dass die Tangenten an die beiden 
Curven in einem Schnittpunkt derselben gelegt sind, d. h. die 
Punkte ? und ?‘ müssen zusammenfallen, wie es in Figur 134 
bereits angenommen worden ist; es wird also 


(6.) 


"= y=-y, 
so dass Gleichung (7.) übergeht in die Gleichung 
(8.) (Fic0sI$ — PBsins)dz + (Fsin9 + FrcosAdy=d. 
Im Alleemeinen werden hierbei # und 2 noch Functionen 
von « sein, so dass die Curve, für welche die Differentiaäl- 
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Gleichung (8.) gilt, nur diese eine, dem bestimmten Werthe 
von « entsprechende Curve unter dem Winkel 9 schneidet. 

Damit sämmtliche Curven der gegebenen Curvenschaar unter 
dem Winkel 9 geschnitten werden, muss man Gleichung (1.) 
in Bezug auf « auflösen und den gefundenen Werth von u in 
Gleichung (8.) einsetzen, oder man muss, was auf dasselbe 
hinauskommt, aus den Gleichungen (1.) und (8.) die Grösse « 
eliminiren. Dadurch erhält man eine Gleichung 


d 
(0) (29,2), 


welche die Differential-Gleichung der gesuchten ssogonalen Tra- 
Jectorre 18t. 

Bei der Integration dieser Differential-Gleichung erster 
Ordnung tritt eine Integrations-Constante C auf, die man noch 
willkürlich bestimmen kann. Deshalb giebt es zu der Curven- 
schaar 


Fix, Y; u)=.0 
eine ganze Schaar isogonaler Trajectorien. 


Bei den orthogonalen Trajectorien ist 9 ein rechter Winkel, 
dann wird also 


(10.) sına = 1, CoD, 
so dass Gleichung (8.) übergeht in 
(11.) — Fod&e + Fdy=0. 


Die Differential-Gleichung der orthogonalen Trajeetorien 
findet man also, indem man aus den Gleichungen se und (11.) 
den variablen Parameter « eliminirt. 


zT in 


8 91. 


Vebungs - Aufgaben. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 198—202.) 
Aufgabe 1. Durch die Gleichung 
(1:) ED, y, u) Ye U) 
ist eine Schaar von geraden Linien gegeben, welche sämmtlich 


. 
ee U 
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durch den Nullpunkt hindurchgehen; Fig. 135. 
man soll die Gleichung der Traejec- 
torien aufsuchen, welche alle diese 
(@eraden unter dem Winkel »% schnei- 
den. 

Auflösung. Aus Gleichung (1.) 
folgt durch partielle Differentiation 
(2.) H=—u, R=1, 
deshalb findet man aus Formel 
Nr. 196 der Tabelle für die isogo- “ 
nalen Trajectorien die Differential- 
Gleichung | 
(3.) (— %C08 I — sSINI)dz + (— usind9 + cosY)dy = 0, 
wobei aber noch nach Gleichung (1.) 


(4.) we 


T 
zu setzen ist. Dies giebt 
(5.) (— %6089 — zsinY)dz + (— ysin® + zcosI)dy = 0, 
oder, wenn man durch — sind dividirt, 
(5 a.) (dx + ydy) + etg.I(ydz — ady) = 0. 

Die linke Seite dieser Gleichung wird ein vollständiges 
Differential, wie aus den Bemerkungen in $ 85, Seite 494 und 
495 hervorgeht, wenn man durch den integrirenden Factor. 
x? + y? dividirt, und zwar erhält man aus 


zdaz + ydy ydz — zdy 
6. —— —-- + cg9 ———- —=0 
( ) 22 + y? Ri; 8 x? + y? 
nach den damals angegebenen Regeln 
(7%) (Va? + y?) — ctg#. arcte(?) —I[C. 


Diese Gleichung wird noch wesentlich einfacher durch Ein- 
führung von Polarcoordinaten, indem man 


z=rc089, y=rsing, ao VYeatyp=r, arcte() =op 


setzt und den constanten Factor ct£&.9 mit « bezeichnet. Da- 
durch geht Gleichung (7.) über in 
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(8.) lr=lCO+ap=Ll(C.e‘r), 
oder 
(9.) LER 


Dies ist die Gleichung der Zogarithmischen Spirale, welche 
für die verschiedenen Werthe der Integrations-Constanten C ver- 
schiedene Lagen einnimmt. 

In dem Falle, wo 9 gleich 90° ist, wird ctg9 —= 0, so dass 
dann Gleichung (7.) übergeht in 
(10.) KVz2+y)=IC, ode 2 + y= (0%. 

Dies ist die Gleichung einer Schaar concentrischer Kreise. 

Aufgabe 2. Durch die Gleichung 
(115) F(z, y, u) = 22 — 2u(y — zV 3) = 0 
ist eine Schaar von Parabeln gegeben; man soll diejenigen 
Curven aufsuchen, welche alle diese Parabeln unter einem Winkel 
von + 60° schneiden. 


Auflösung. Hier ist 
12) = 60%, -also sm3 = 1yis Beosgee 
(13) A=2e: Pays), I R=: | 
folglich findet man nach Formel Nr. 196 der Tabelle für die 
isogonalen Trajectorien die Differential - Gleichung 
(14) (2 +uV3 + uY3)de + [+ (2 + uY3)Y3 — uldy = 0. 
Für das odere Zeichen erhält man daher 
(15.) (x + 2uV 3)de + (2V 3 + 2u)dy = 0, 
wobei aber nach Gleichung (11.) 
(16.) DE 


einzusetzen ist. Dies giebt 


+ ya rest a)a= 
ur 


oder, wenn man diese Gleichungen mit in 


multiplieirt, 


(1:72) ydz + (yV 3 — 2r)dy = 0. 
Da in dieser Gleichung die Coefficienten von dz und dy 
homogene Functionen gleichen Grades sind, so setze man 
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(18.) y az dy—=2de zur 
Dadurch erhält man, wenn man Gleichung (17.) noch durch 
x dividirt, 
zdz + (zV 3 — 2) (xdz + zdx) = 0, 


oder 
(19.) (22V 3 — z)dz + (2V 3 — 2)edz = 0, 
20.) dr RE (@V3— 2)dz N 2dz V 3dz 
T 2(2V 3— 1) 2 2 3—1 
also 
(21) le= l@ey3= 1) 3lzt IC 
oder 
(22.) 22? = ((zY3— 1). 
Dies giebt mit Rücksicht auf die Gleichungen (18.) 
(23.) y?= C(yV 3 — 2). 


Diese Gleichung stellt ebenfalls eine Schaar von Parabeln 
dar, und zwar geht Gleichung (11.) in Gleichung (23.) über, 
wenn man z mit y und 24 mit —C vertauscht. 


Wenn man dagegen in Gleichung (14.) das untere Zeichen 
beachtet, so erhält man 


(24.) zdze — (eV 3 + Au)dy = 0, 
oder mit Rücksicht auf Gleichung (16.) 


zdx —(eV3 + — - )dy =) 
y-—xV 3 
also, wenn man diese Gleichung mit er 
(25.) (y— zV 3)de — (yV 3 — 2)dy = 0. 
Auch hier sind die Coefficienten von dx und dy homogene 
Functionen gleichen Grades, folglich wendet man wieder die in 
den Gleichungen (18.) angegebene Substitution an und erhält 


(z — V3)de — (2V 3 — 1) (edz + zde) = 0, 


multiplieirt, 


oder 
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(26.) (22V 3 — 22 +Y 3)de + (2 3 — 1)2dz = 0, 
(27) “2 — ke h (zV 3 — 1)dz Bear d(2?V 3 — 22 +V3) 
2V3 — 22 + YV3 2 2V3=%2-+V3 
eh: wird hi 
(22) + (22V 3 — 22 +Y 3). =10, 
oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (18.) 
(28.) (2 +y)Yy3 —2ay=(. 

Dies ist die Gleichung einer Schaar von ähnlichen und 
ähnlich liegenden Ellipsen, deren Axen die Winkel zwischen 
den Coordinaten-Axen halbiren. 

Aufgabe 3. Durch die Gleichung 
(29.) Fa,yu=y —u=0 
ist eine Schaar von Parabeln mit gleichem Scheitel und gleicher 
Axe gegeben (Fig. 136); man soll die rechtwinkligen (ort%o- 
gonalen) Trajectorien ermitteln. 

Fig, 136. Auflösung. Hier ist 
(80... H=eu, 2, 
folglich findet man nach Formel 
Nr. 197 der Tabelle 


(31.) 2ydz + udy —=0, 
wobei aber nach Gleichung (29.) 


(32.) U Er 


zu setzen ist. Dies giebt 
(33.) 2ydz +7  dy= =0, oder 2rde + ydy=0. 


Daraus folgt Integration 
(34.) 22.400, 

Dies ist die Gleichung einer Schaar von ähnlichen und 
ähnlich liegenden Ellipsen. 


Aufgabe 4. Durch die ae 
(35.) F(z, y, u) = 


y? 


an —1=0 


az 
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ist eine Schaar confocaler Ellipsen gegeben, wobei der variable 
Parameter « alle Werthe von —5? bis + co durchläuft. Wenn 
dagegen « alle Werthe von — a? bis — 5° durchläuft, so stellt 
Gleichung (35.) eine Schaar confocaler Hyperbeln dar. Man soll 
für beide Fälle die rechtwinkligen (orthogonalen) Trajectorien 
bestimmen. 


Auflösung. Hier ist 

3 0 2% N; 
Ei a mr, rgeeen, 

folglich findet man nach Formel Nr. 197 der Tabelle für die 
orthogonalen Trajectorien die Differential- Gleichung 

EN ERTL 

(37.) a, Da: 

wobei man noch den variablen Parameter « aus den Gleichungen 
(35.) und (37.) in folgender Weise eliminiren kann. Aus Glei- 
chung (37.) findet man 


yo __2yP 

2 tu ad+u 

setzt man diesen Werth in Gleichung (35.) ein und bezeichnet 
man a? — 5? mit e?, so erhält man 

39) +ru=rdlat+yp), ®t+u=aae+yp—e, 

und wenn man diese Werthe in Gleichung: (35.) einsetzt, 

t y? 


RENTE nn ee A N | 
tw z2@a+yp)—e 


oder 
(40.) (© + ypP) y— ap) = — ep. 

Diese Differential-Gleichung für die orthogonalen Trajec- 
torien lässt sich ähnlich behandeln wie die in $ 89, Aufgabe 3. 
Man setze nämlich 
(41.) 2=z2+i, Y=z—t, alo zeit, U=a—y, 
dann wird 
(42.) dz = (2 + yp)de, d= (2 — yp)de, 


ee j 
also, wenn man — mit pı bezeichnet, 


dt 
des NeKeriyp Hall) 
——=pm = ’ Fr rn er 
dit 2 — yp ypı +1) 


(43.) 
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22P1 22 Ip) 
(44.) PT ED re 
Deshalb geht Gleichung (40.) über in 
Azplz ip) em —|1) 
yvp+l?  yma+tı) 
oder 
(45.) 4p(2 — ip) = — (pi? —1). 
Diese Gleichung kann man auf die Form 
e( 9? —1) 
(46.) z = m — En 


bringen und erhält daraus durch Differentiation nach / 


= RD RER 
se ( 4p.° | RE 
Diese Gleichung wird befriedigt, wenn man 
dpı Br ‚ ar 
(48.) er 0, als0 pt 


setzt. Indem man diesen Werth von pı in Gleichung (45.) ein- 
trägt, erhält man 
40(2 — tl) = e(1— 0), 
oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (41.) 
2021 —C)+20y(1 + 0O)= el — 02), 
oder 
202? 20 

e(1+C) ei1—0) 
Führt man jetzt statt der Integrations-Constanten C einen 
variablen Parameter « ein, indem man 


I, 


(49.) 


e? 
(50.) ws 
also 

ELSE ae le Ce 

Te a ©) fo 

setzt, so geht Gleichung (49.) über in 
1 x? y? 
Di PER een 


Diese Gleichung stellt wieder eine Schaar confocaler Ellipsen 
und Hyperbein dar, welche mit der gegebenen Curvenschaar 
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identisch ist. Dabei schneiden, wie bereits bekannt ist, in der 
That die sämmtlichen Hyperbeln die sämmtlichen Ellipsen recht- 
winklig. 

Hätte man in Gleichung (47.), um die singuläre Lösung zu 
erhalten, den Factor 


an =, ©. oder  Mrläctrer), > e 
gesetzt, so würde man mit Rücksicht darauf, dass nach Glei- 
chung (46.) 

(53.) 4912 = pi(4t— e) + e 

ist, die Gleichungen 


ee 


Anz = 2e, oder Am? = et, also 42? = e(4t — e?) 
gefunden haben. Dies giebt, wenn man die Werthe von = und 
t aus den Gleichungen (41.) einsetzt, 

HN), 
oder 
(54.) (2? — e? = — yX(22? + y? + 2e?). 

Die singuläre Lösung liefert also eine imaginäre Curve, 
denn Gleichung (54.) kann durch reelle Werthe von = und y 
nicht befriedigt werden. 


Im Allgemeinen wird die Integration der für die orthogo- 
nalen Trajectorien gefundenen Differential-Gleichungen in ge- 
schlossener Form nicht ausführbar sein; deshalb ist es von In- 
teresse, einige Fälle hervorzuheben, wo die Integration durch 
Trennung der Variabeln unmittelbar bewirkt werden kann. Die 
gegebene Ourvenschaar habe die Gleichung 


(55.) Fa, yu=f@+yy)—u=0, 

wobei f(x) eine Function der einzigen Veränderlichen z und 
g9(y) eine Function der einzigen Veränderlichen y sein möge; 
dann wird 

(56.) KH=f@, PR=yWy). 

so dass die Differential-Gleichung der orthogonalen Trajectorien 
(vergl. Formel Nr. 197 der Tabelle) in 


— g’(y)de + Fa)dy = 9, 
oder 
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de‘ Ay 
Se) IWW) 
übergeht. Danach kann man ohne Weiteres die folgenden Auf- 
gaben behandeln. 


Aufgabe 5. Man soll die orthogonalen Trajectorien der 
Curven mit der Gleichung 


EEE 
(58.) C)+@) u=0 
bestimmen. 

Auflösung. Hier ist 


(59.) Fe) = Or = ) 


also 
(60, f@9=:() » sW=5() 


folglich findet man nach Gleichung Ks * die orthogonalen 
Trajectorien die Differential-Gleichung 


GERER ß 
(61.) a da BE o dy 


a an 8 Ne 
Die Fälle, wo«@=2 oder #=2 ist, muss man besonders 


untersuchen. Istz.B.@« —=2 und $ = 2, so geht Gleichung (61.) 
über in 


(62.) a re 
folglich wird 
(63.) 52.14 —ra2]22-.1057.0der ey ala 


Dagegen findet man unter der Voraussetzung, dass «—2, 
#2 ist, aus Gleichung (61.) durch Integration 


(64.) a-s(8 — 2)2?* = bfa(la — 2)YPR+C. 
Ist z. B. 
2 2 
ml Bine 


und vertauscht man « mit u°, so geht Gleichung (58.) über in 
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2 2 2 
(65.) e+ty=u, 
d. h. die gegebene Curvenschaar ist eine Schaar ähnlicher und 
ähnlich liegender Astrorden. 
Für die orthogonalen Trajectorien findet man dann aus 
Gleichung (64.), wenn man die Integrations-Constante €’ mit 
4 


v° bezeichnet, 


| 4 
(66.) ee —y—=ov. 


Man kann das angegebene Verfahren auch dann noch an- 
wenden, wenn die Gleichung der angegebenen Curvenschaar die 
Form 


(67.) Fe). giy) u 0 

hat, weil man sie durch die Gleichung 

(68.) Fa, y, u) = 1[f@)] + 19] — u = 0 
ersetzen kann. Dann wird 


F'(2) g(Y) 
. 2 re, Eu, 
CB J«) z 9Y) 


so dass man aus Formel Nr. 197 der Tabelle für die orthogo- 
nalen Trajectorien die Differential - Gleichung 


Ather BE 2) dy=d, 


9(y) le) 
oder 
A F(«) Aal Y) n 
Ge Fan” 


| erhält. 


Aufgabe 6. Man soll die orthogonalen Trajectorien für die 
verallgemeinerten gleichseitigen Hyperbeln mit der Gleichung 
(71 ey 
bestimmen. 

Auflösung. Hier ist | | 
72) [=r, y)=y, Semi, y)=ny"T, 
folglich ergiebt sich aus Gleichung (70.) für die orthogonalen 


Trajectorien die Differential-Gleichung 
Kiepert, Integral- Rechnung. 34 
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(73.) | 2mydy = 2nadt; 
die orthogonalen Trajectorien selbst haben daher die Gleichung 
(74.) my? = nz? + Ü. 


Ist die Gleichung der gegebenen Curvenschaar in Polar- 
coordinaten ausgedrückt, geht man also von der Gleichung 
KR Te N 
aus, so ist der Winkel «, welchen die Tangente im Curven- 
punkte P mit dem zugehörigen Radiusvector bildet, durch die 
Gleichung (vergl. D.-R., Formel Nr. 109 der Tabelle) 


rdp 

(76.) tg u == RR 
gegeben. Bezeichnet man vorläufig die Coordinaten einer ortho- 
Fig. 137. eonalen Trajectorie mit r‘, g‘ und den 


Winkel, welchen die Tangente dieser 
Curve mit dem zugehörigen Radius- 
vector bildet, mit u‘, so ist 


ki 
(77.) tg BT dr‘ 
Nun soll #'-——- u = 90° sein, des- 
0 halb wird 
tgu —tgm 
78. t&(u' — u) = — 
(78.) A ET 
oder 
rdp r'dp' 
(79.) 1 +teutgwW—=1+ a En — 0. 
Setzt man hierbei der Kürze wegen 
OF(r, y, u OF(r, p, u 
(80.) = = ) == Fi, EN == FR, 
so folgt aus Gleichung (75.) 
dp F(r, 9, u) Fi 
81. ——— EL = 
a dr Is(r, 9, u) F,' 


folglich geht Gleichung (79.) über in 
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rF rd‘ 

2 a Bl, 
(8 ) 1 F3 dr' 0; 
da aber die Berührungspunkte ? und 7° zusammenfallen 
müssen, so wird r’ gleich r, @‘ gleich 4, also 


d 
(83.) B—- Ar. =". 


Im Allgemeinen werden hierbei # und 73 noch den Parameter 
u enthalten; indem man « aus den Gleichungen (75.) und (83.) 
eliminirt, erhält man die Differential-Gleichung der orthogonalen 
Trajectorien. 

Aufgabe 7. Die Gleichung 
(84.) F(r, 9, u) = r?cos(2@ + 2u) — a?cos(2u) = 0 
stellt eine Schaar von gleichsertigen Hyperbeln dar, welche den 
Nullpunkt zum gemeinsamen Mittelpunkte haben und sämmtlich 
durch den Punkt A mit den Coordinaten r=a, = 0 hindurch- 
gehen; man soll die orthogonalen Trajectorien bestimmen. 


Auflösung. In diesem Falle ist 
(85.) AH=2rcos(f2p + 2u),, Pr= — 2r’sin(2p + 2u), 
folglich geht Gleichung (83.) über in 

— 2r?sin(2p + 2u) — 2r? cos (29 + 2u) = Alk 
daraus findet man 
(86.) tg(2p + u) = —r er 


Nun kann man Gleichung (84.) auf die Form 
r? c08 (29) c08 (2u) — r?sin (2) sin (2u) — a? cos(2u) = 0, 
oder 
DL, Um RACOS(2M) 0? 
S ea) = r?sin(2p) 
bringen, folglich wird 
tg (29) + t8(2u) 
88. te (29 + 2u) = 
tee) 


_ _rsin (2yp)tg(2p) + 7? cos(2p) — a? 
 rsin(2p) — tg(2p)|r? cos(2p) — a2] 
r? — a? c08(2) 

asin2y) 


34* 
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Dies giebt mit Rücksicht auf Gleichung (86.) 
r?— a?c08(29) rdp 


A esin29) dr’ 
oder, wenn man 
(90.) a2cos(2y) =t, also — 2a’sin(2p)dy — di 
Setzt, 
Dia 28 
— Fe =2r: 
(91.) #% + n 


Weil dies eine Zineare Differential-Gleichung erster Ordnung 
ist, setze man 


(92.) t=vz, also di=vde-+ zdv, 
wodurch man 

dz dv % 
98.) Be — (7, = en 2 


erhält. Indem man die Function v so bestimmt, dass in dieser 
Gleichung der Coefficient von z verschwindet, erhält man 
I 2dr 1 
(94.) N —(r?), oder, v2 
® IE Klee 
deshalb geht Gleichung (93.) über in 
ee 
y2 dr er; 
Dies giebt, wenn man die Integrations - Constante mit 
4 (a — bt) bezeichnet, 


(6) Zert+a—bt, ao ?r—r+ 


(95.) 2r, ‚oder nde = Dr2an 


at — bi 
en aa 
= 


oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (90.) | 
(97.) nr port ooaur—d, d 
wobei d der variable Parameter ist. | 


Diese Gleichung stellt eine Schaar von Curven dar, welche 
unter dem Namen „Cassen?’sche Curven“ bekannt sind und die 
Eigenschaft besitzen, dass das Product der Abstände eines jeden 
Curvenpunktes von zwei festen Punkten mit den Coordinaten 
2=a, y=0 den constanten Werth 5? besitzt. Sind nämlich 
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F und Z3 die beiden festen Punkte, Fig. 138. 

die „Drennpunkte“ genannt werden, 7 
und 9, 02 die nach einem beliebigen 94 | 
Curvenpunkte P gezogenen „Drenn- Br arE 
strahlen“, so wird nach dem Cosinus- ER % ) 
satze le an ıre 


(38) a? =r + a — 2racosp, 0? =r”+ a?’ + 2racosp, 
also 
(99.) 0,702 = (r? + a?)? — 4a?r? cos?p — bt, 
woraus sich ohne Weiteres Gleichung (97.) ergiebt. 
Für 5=a reducirt sich die Gleichung der Cassin?’schen 
Curve auf 
(100.) 1»? — 2a? c08 (2p) ö 
und stellt eine Lemniscate dar. 


Auch bei Anwendung von Polarcoordinaten kann man Fälle 
hervorheben, in denen die Integration durch Trennung der 
Variabeln ohne Weiteres ausführbar ist. Hat nämlich die Glei- 
chung: der gegebenen Curvenschaar die Form 
(101.) For, W)=f0) +9) —u= 0, 
wobei ‚f(r) eine Function der einzigen Veränderlichen » und 


g9(p) eine Function der einzigen Veränderlichen 9 sein möge, 
so wird 


(102.) F u 1 IP): 
so dass Gleichung (83.) übergeht in 

Rd 
(103.) ge) Fer T=0, 
oder 
(103a.) 2 > 


rn 
Hat die Gleichung der gegebenen Curvenschaar die Form 


(104.) Ft).sy)=u, 


oder, wenn man lx mit «, bezeichnet, 


(104a.) Fir, 9, u) = I[fr)] ir I[a(p)] —-u=ß(, 
so wird 
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IR) g'P) 
F= er ) 
FETTE 
folglich geht Gleichung (83.) über in 
INPI ARE) STEAD RN 


io) Ian 


Ser)dr _ glp)dp, 


(105.) 


daraus ergiebt sich 


an 2/0) 9) 
Beispiele. 
Aufgabe 8. Durch die Gleichung 
(106.) 1 cos (mp) — u = 0 


ist eine Curvenschaar gegeben; man soll die orthogonalen Tra- 
jectorien bestimmen. 


Auflösung. Hier ist 


(107.) JSer)=r", gly) = wos(my), 
also 
Fe)=n, g(y) = — msin(mp), 

folglich geht Gleichung (105a.) über in 

dr ___ ws(mp)dg. 

nr  msin(myp) ’ 
daraus ergiebt sich 
(108.) mt mn er) dr 

r sin (my) 
also 

m?lr = — nl|sin(my)| + 1C, 
(109.) pen sine mo U. 
Für m = n wird die Gleichung der gegebenen Curvenschaar 

(110.) r? cos (my) = u 


und die der orthogonalen Trajectorien, wenn man C gleich v” 
setzt, 
(111.) Sn) =D. 

Man erkennt unmittelbar die Gleichartigkeit der beiden 
Curvenschaaren. 

Für m = —n» wird die Gleichung der gegebenen Curven- 


| es; : 
schaar, wenn man er mit u‘ bezeichnet, 
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(112.) rm — u’ cos(mp) 
und die der orthogonalen Trajectorien 
(113.) ya — vsin(mp). 


Für m=1 geht z.B. die 
Gleichung (112.) über in 
(114.) U COS 
und stellt eine Schaar von 
Kreisen dar, welche sämmtlich 
durch den Nullpunkt hindurch- / 
gehen und ihren Mittelpunkt in | 
der X-Axe haben, während der \ 
Durchmesser u’ verschiedene 
Werthe annimmt (Fig. 139). 
Die orthogonalen Trajectorien 
haben dann die Gleichung: 
(115.) r=vsing 
und sind Kreise mit dem veränderlichen Durchmesser v, die 
gleichfalls durch den Nullpunkt hindurchgehen, ihren Mittelpunkt 
aber in der Y-Axe haben. 


XIV. Abschnitt. 


Gewöhnliche Differential-Gleichungen 
höherer Ordnung. 


S 92. 
Allgemeine Bemerkungen. 

Die Differential-Gleichungen höherer Ordnung bieten im 
Allgemeinen bei der Integration noch weit grössere Schwierig- 
keiten als die von der ersten Ordnung. Man kennt bisher nur 
eine geringe Anzahl von besonderen Fällen, in denen sich die 
Integration von Differential-Gleichungen höherer Ordnung in 
endlicher, geschlossener Form ausführen lässt. Einige von diesen 
Fällen mögen hier hervorgehoben werden. 


$ 93. 
“ L} = “ (eh, 
Integration der Differential -Gleichung — Ye) 


(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 203.) 

Ist die m*® Ableitung von y als Function von x gegeben, 

gilt also die Gleichung 
d""y 

(1.) Br p(R); 
wobei (x) eine bekannte Function der einzigen Veränderlichen 
x sein möge, so kann man das allgemeine Integral sofort be- 
stimmen. Es wird dann nämlich 


amiy Z 
(2.) Tomi = (yle)da +G=gıla) + Gi, 
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arm 
: a), x 
(3.) an — forla)de + (12 + 0a = Yale) + Cız + Ca, 
ae, nn ER; 
(4) es = |pala)de Zw; = Sr An a G3 
(42? Car 
= se) + pr ar ° + (3, 
(12771 (sr? = = 
d. m— FERREETERT m» 
©.) y= IL ar ER] las cr, +0 


Die. m ee Gala. 20. Kann, man 
noch so bestimmen, dass die m Grössen 
dm— Y BY dy 
dam dem-2 TBEN Er Z 
für x = x, die beliebig vorgeschriebenen Werthe 
Yard in Yarsı Ya 


annehmen. 


Dabei geht /pm_ı(2)dx aus y(x) durch m-malige Integration 
hervor und ist deshalb ein m-faches Integral 


(6.) Pml2) =/ Ym_ıl@)da = Sda far. . Spla)de. 
Diesen Ausdruck kann man aber noch vereinfachen durch 
partielle Integration, also durch die Formel 


0 Sud = uv — Jodu. 


Bezeichnet man nämlich in den Gleichungen (2.) bis (5.) 
die Integrationsgrenzen mit x, und z, die Integrations -Veränder- 
liche aber mit 2, so wird 


(8) le) IP@)de, Fe) il )dz, ale) = Ipıle)da,. 
Setzt man jetzt 


(9.) A EA Sy(e)dz, dv —ıde, 
also mit Rücksicht auf Formel Nr. 152 der Tabelle 
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du —rple)arı Orr, 
so erhält man nach Gleichung (7.) 


(10.) 9a) = Ipı)de — 1a) —Srple)dr 


— 2 /g(e)dz — Szple)dz, 
folglich wird 


a) edle place. 
Setzt man ln 
(12.) u A dur Dar, 
also ö 
(13.) W—rnkalknn Meet 


so findet man durch partielle Integration 
(14.) SaxdıIp(z)dz = 2 Iy(z)dz — Ja? y(x)de 
To Xo % x 


— 2’ Iy(e)dz — Sgle)de. 
Ferner setze man 
(15.) & = Seyle)de, dv dr, Nalso" du = zpzusmor 


dann ersieht sich durch partielle Integr ation 


Sa Jap (e)dz = 2 Seyle)de — So yla)de, 
oder 


(16.) — 2, /dz Szp(z)dz — — 2: Szy(2)dz + 2/2 p(2)dz. 


Indem man die Gleichungen (14.) und (16.) addirt und die 
Gleichung 


(17.) 2ys(2) = 2/yprla)dz = S2xdzIylz)dz — 2fdz Izy(z)dz 
berücksichtigt, findet man 
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RS.) In 2 nl 22 /ple)dz — 22 Seple)dz + S2?y(z)dz, 
X x & 

oder 

(19.) 1.2932) = /(z — z)’yp(z)dz. 


In dieser Weise kann man fortfahren und zwar erhält man 
aus Gleichung (18.) 


(20) 1.2.3942) = 1.2.3 /ys(a)de = 3 /a?da Sy(2)dz 
= 6/zdx Szy(2)dz + 3 Sax Sepl2)de. 
Durch partielle Integration ergiebt sich dann 
(21.) 3/a?dz Syp(2)dz = 3 Ip(2)dz — Sy(2)dz, 


(22.) — 6 /zdz Szy(z)dz = — 322 Szy(z)dz + 3 /2’y(2)dz, 
E20 Xo x a 


(23.) + 3 /dx J2? p(z)dz —+ 32/24 (2)dz — 3 /S2>y(2)dz; 


folglich wird, wenn man die Gleichungen (21.), (22.) und (23.) 
addirt, 


(24.) 3!yılx) = x/p(2)dz — 3a’/z(2)d + 3rfa2gp(z)dz —/2’y(z)dz 


— fee — z)’p(z)dz. 


Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens findet: man 
die alleemeine Formel 


(25.) (m — 1)! pm(&) = Se — 2" icn(z)dz2, 


deren Richtigkeit man durch den Schluss von » auf » +1 be- 
weisen kann. Ist nämlich 
% 


(26.) (n — 1)! pn(2) = fe — 2)""!pl2)dz, 


To 


oder 
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(26a.) (n— 1)! plz) = 2" Iplz)dz -(* L Das zy(z)d2+ —-- 


X To 
x 


% 
u 1aEne zer zip(z)de +: + fe" ple)dz, 


oder 
i ee la 1 n—k—1 f»k 
2b) = El, et eek, 
nn n i 
so wird, weil nl“ % El) (n — %) Ist, 


k=n—1 F 
27) a!) = > — Ir) (n — Kant zkp(z)dz. 


Setzt man jetzt 
(28.) u=/zp(z)dz, dv = (n— k)art-Idg, 
also 
(29.) du —z" dl Z)dRNa TE, 


so erhält man durch partielle nn 


(30.) Sa—rar- a defigle)de= ar Zeple) )dz Sarg (z)dx 


= aut feigle)de — Jarg(e)de. 
Dies giebt | 


x k=n—1 » 
(31.) nlon+ı(lz) =! (gula)de= >= a fra 


- erpleyde > () 


Da nun i 
v6) 
Zuee 2 


ist, so geht Gleichung (31.) über in 
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dam’ dem—1 


k=n . 
(82.) n!ypan+ılz) = 2 (— 1)# ) 2r=# Jekg(e)de 


”? fe — z)"p(z)dz. 


Dies ist aber eine Gleichung, welche aus Gleichung (26.) 
entsteht, indem man z» mit 2 + 1 vertauscht. 

Man kann daher das allgemeine Integral von Gleichung (1.) 
auf die Form 


NE Chr?” —1 O,2m 2 
(83) y= fe u 0 
PER . 
E -+ tr Oi 


bringen. 


8. 94. 
Differential-Gleichungen von der Form 
li Y dn— Iy 
EN dam dam 1) > zu 
(Vergl. die Formel-Tiabelle Nr. 204 und 205.) 
Hat die gegebene Differential-Gleichung zunächst die Form 


(1.) Sf @ 2), 


} id dA N d?y dp 
so bezeichne man wieder Ee mit p, also Ze mit a Dadurch 
erhält Gleichung (1.) die Form 
dp dp 
mn _—-— 2 00er dr — 
folglich ist 
a 
32 z= I +0. 


Ferner ist nach Gleichung (2.) 
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m’ dam—1 
pdp 

4. dy = pdt = , 
ei yarz zn 
also 
ya pdp 
(5.) a + Os. 

Se) 


Durch die Gleichungen (3.) und (5.) sind z und y als Func- 
tionen von p dargestellt. Durch Elimination von p findet man 
daraus die gesuchte Gleichung zwischen z und y. 

Beispiele. 
Aufgabe 1. Man Sr die Differential-Gleichung 


ea) 
integriren. 
Auflösung. Aus Gleichung (6.) folgt 
dp» ——, dp pdp 
ve —z Vi + DER oder dx == 2 m $) dy == So )) 
wer Vi+r Vırp 


@) 2 MPHViFN +0, 


d. 
9) y= eur =yY1+p® +6. 
Re 


Dies giebt, wenn man die Tntermtihe Conston en C, und 
C, bezw. mit x, und yo bezeichnet, 


(10.) Vı+P=y—y, p=+Vy—y”—1, 
(11.) —a=ly-ytYY—y®—1], 
also 
(12.) er u Van il, 

1 


13.) 0, 2 Hb — =y—yT — Yo) — 
yy&+YWw—y—1 a 
Indem man die Gleichungen (12.) und (13.) addirt, erhält 
man schliesslich 
(14.) 2(y— y) = rate, 
Aufgabe 2. Man soll die Gleichung derjenigen Curven 
bestimmen, bei denen der Krümmungshalbmesser die constante 
Länge «a hat. 


1 zm dam — 1 


$ 9. Differential-Gleichungen von der Form r(2,3 BmTeY y= 0.943 


Auflösung. Nach D.-R., Formel Nr. 107 der Tabelle ist 


ds\ 
a. 
Lite 
dx? 
deshalb müssen die gesuchten Curven der Differential - Gleichung 
3 27 PL, 
AG Hole z)= nn oder + (V1+pP) = a 
genügen. Daraus folgt 
(16.) de=-+ a a 
SER 
oder, wenn man 
nn ea le ap L 
cos? cos? 
setzt, 


(18.) dr 2000st.at, ady —pde — Hiasınk!dı, 


Dies giebt, wenn man die beiden Integrations -Constanten 
wieder mit x, und %. bezeichnet, 


(19.) t—- 9 = tasat=+- am 
Vi+p 
he 
(20.) Y—-yp= acost= 
"Yıra 


Indem man die Gleichungen (19.) und (20.) in’s Quadrat 
erhebt und addirt, erhält man 
(21.) @— a” + ya. 

Die gesuchten Curven sind demnach Kreise mit dem Halb- 
messer a; ihr Mittelpunkt hat die Coordinaten z,, Yo, die als 
willkürliche Integrations - Constanten eingeführt worden sind. Der 
Kreis ist daher die einzige Öurve, deren Krümmungshalbmesser 
eine constante Länge hat. 


Ist eine Gleichung zwischen 


dy 2 


a dm— enmiy —( 
dem’ dem—1 1 , 
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gegeben, welche nicht nach g, sondern nur nach p auflösbar 
ist, hat also die Differential-Gleichung die Form 

(23.) pP=yg); | 

so findet man durch Differentiation nach x 


(24.) I= PM: = 

also 

(25.) De wo un — Fi) nn , 
'(g)d 

(26.) 2/4 2 IR OR (ara Rah 


Indem man aus diesen beiden Gleichungen die (Grösse 
g eliminirt, ergiebt sich die gesuchte Gleichung zwischen « 
und y. 


Das angegebene Verfahren kann man auch auf die Inte- 
gration von Difterential-Gleichungen höherer Ordnung übertragen. 
Es sei 
gan Va dry du 


(27.) ee also Pa 

und die gegebene Differential-Gleichung habe die Form 
RR du 

(28.) ei lu) orler se Hal 

dann wird 

29. de = fe +0. 

2 = 7 r 


Lässt sich diese Gleichung in Bezug auf « auflösen, so 
findet man 
dr Y 


da" 1 


(30.) u= = pl«) 


und kann das in $ 93 angegebene Verfahren anwenden. 


Hat die gegebene Differential-Gleichung die Form 


(31.) u—oy (v), 
so findet man durch Differentiation nach & 


$ %. Differential-Gleichungen von der Form Fr ; | )= 0,945 
dam dam—2 


(82.) v = y'(e)- = oder de = er, 


(33.) x -® 2 eSE 


Lässt sich diese a in Bezug auf v auflösen, so kann 
man wieder das in $ 93 angegebene Verfahren anwenden, nach- 
dem man den gefundenen Werth von v» in Gleichung (31.) ein- 
gesetzt hat. 


8 95. 
Differential-Gleichungen von der Form 


dry m— 2 

F Ye 4) —0. 
de” dr" 

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 206—209.) 


Hat die gegebene Differential-Gleichung die Form 


d’y 

(1.) di? —=f (Y); 
so setze man wieder 

BER d’y _ dp dy _ 7, 
(2.) np also DE und in da, 
dann geht Gleichung (1.) über in 

d x (y)dı 
3) Pers), oder dp = fiy)de N, 
pP 

folglich wird 
(4.) 2pdp = 2f(y)dy, 
(5.) pP = 2/fydy + Cı- 


Aus dieser Gleichung folgt dann 


ER d 
(6.) n —_ ye +2/f(y)dy, oder de= a 
ya+z/IWdy 
also 
(7.) + 0%. 


= Y 
f Cı + 2/F(y)dy 
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dam’ dam? 


Beispiele. 
Aufgabe 1. Man soll die Differential- Gleichung 
\ Py_y 
(8.) Er 
integriren. 
Auflösung. Bringt man diese Gleichung auf die Form 
ydz _ ydy en 
(9.) dp = Be = ap ‚ oder 2a pdp = 2ydy, 
so erhält man durch Integration 
(10.) a—=y+ Ci, 
oder 
(11.) ay=+Yy+ Cı.de, 
t12,) dx u = EN ’ 
Vy +0 
also nach Formel Nr. 23 der Tabelle 
(13.) 2 = taly+Vy 70)+ 0. 


Setzt man hierbei die Integrations- Constante 
(0 = al (2A), 
so geht Gleichung (13.) über in 


as) 22 ++), 
oder 
(15.) 2A.e ya: 00, 


Multiplieirt man beide Seiten dieser Gleichung mit ya y+Cı, 

so erhält man 
1 +2 = 
(16.) 24A.e (y 77 Vy?+G)) = G3 
und wenn man die Integrations-Oonstante C; gleich — 4AB setzt, 
+ BR 
e "y—Yy+C)=44AB, 

oder 


- 


(17.) Breit eyayVyrO. 


$ 95. Differential-Gleichungen von der Form F EU } I )- 0,941 
dam dam—2 


Durch Addition der Gleichungen (15.) und (17.) ergiebt sich 
schliesslich 


| Pe +* 
(18.) w=ALe Bes. 
Dabei sind A und D zwei beliebige Constanten, welche die 
Integrations-Constanten ersetzen. 


Aufgabe 2. Man soll die Differential- Gleichung. 


EWR RU 
On er, 
integriren. 
Auflösung. Bringt man diese Gleichung auf die Form 
, d. 
(20) = — . = I ; oder 2a?pdp = — 2ydy, 


so erhält man durch Integration 
(21.) ap? = Cı — yY?. 

Da hierbei C, nur posetive Werthe haben kann, möge Cı 
mit c? vertauscht werden. Dadurch erhält man 


dy 5 dy da 

2. — En 2 — 2 ——-rhk-—, 
(Da ER Ve—y:, oder Vap 
folglich findet man durch Integration nach Formel Nr. 22 der 
Tabelle 
(28.) arc sn(?) N, 

c [4 

oder 
(24) y= esin( 0; == 2) — esin 05cos () + 008 05 sin(”) 


Setzt man noch 


(25.) 70008 CA tan oa 5, 
so geht Gleichung (24.) über in 
(26.) y= Asin () + Beos(.)- 


Dabei sind A und 5 wieder zwei beliebige Constanten, 
welche die Integrations- Constanten ersetzen. 


35* 
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dam dam—2 


Ist allgemein die Gleichung 


a e heale, | 
a ee 
( ‘ ) nn da ? a) 


gegeben, so Setze man 
Dan N] du dry dv 
2 — ——— - =), == 
en) de ei de dem de 
und bringe die gegebene Differential-Gleichung durch Auflösung 
nach w auf die Form 


dv 
(29,) nr (ey noder ER U): 
Indem man beide Seiten dieser Gleichung mit 2v»—=2 multi- 
plicirt, erhält man 
fi du 
(30. = 27 
und durch Integration 
(31.) v? = 2/f (du + Cı. 
Dies giebt 
du du 
(92.)w = EZ + + 2/F(udu, Olerkdze ; 
Ve+2fRudu 


+ (0%. 


(33.) 


ke, ya+2/fuau 


Lässt sich diese Gleichung nach « auflösen, so dass sie die 

Form 
dm—2 as 

(34.) Haze der =op(e ) 
erhält, so kann man zur Ausführung der weiteren Integration 
das in $S 93 angegebene Verfahren anwenden. 

Lässt sich aber « nicht explicite als Function von = dar- 
stellen, so folgt aus Gleichung (32.) 


m—3, ’ 
(35.) EN REN RR 


dam3 - yo, + 2/f (u) du 


also 
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m—3 
(36.) 2 m = = er ER +63. 
ye +2/f (u)du 


Multiplieirt man diese Gleichung mit de = + 


du 
yo +2/f (u)au 


und integrirt auf beiden Seiten, so erhält man 


(37.) re ro ah Arsas len. E Var + Ci. 
We un 2/flu)du ye er du 


In dieser Weise kann man fortfahren und schliesslich auch 
y als Function von « darstellen. 


S 96. 
Fälle, in denen sich die Ordnung der Differential-Gleichung 
erniedrigen lässt. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 210—212.) 

Ist n< m, und enthält die Differential-Gleichung mter Ord- 
nung die Function y und die » —1 ersten Ableitungen gar 
nicht, hat also die Differential-Gleichung die Form 

Vuade! d" 
4) F(z, da" ae ER 7 Be | 
so kann man sie auf eine Differential-Gleichung (m — n)ter Ord- 
nung reduciren, indem man 
d", a du RE Ne 
2.) en E are: jr a en dam n 


einführt. Die vorgelegte Differential-Gleichung wird dadurch 
auf die Form 


du du Ar, 
(3.) F(z, uU, dx I dx? LEE )- —0) 
gebracht. 
Beispiel. 


Aufgabe 1. Man soll diejenigen Curven bestimmen, bei denen 
der Krümmungshalbmesser im umgekehrten Verhältnisse zu der 
zugehörigen Abseisse 'stelt. 
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dy _. 2 
Auflösung. Bezeichnet man wieder n mit », So müssen die 
gesuchten Curven der Differential - Gleichung 
| 3 
ee 
(4) 0= dp = =,’ oder (14 22) ee 
dx 
senügen. Daraus folgt, wenn man 
| ee 
(8.) PEN DE V2+2 ae 
setzt, 
a?dp 
(6.) me —= a?cost.dt, 


dep VSD 
also durch Integration 


| ap 
(7.) rar Cusasın —ar ee 
: | Vi+p 
oder 
dy C++ x? 
(8.) Pe Va a 
daraus folgt 
et 
(9, ee En in, 


Var (Gt) 

Die Curve, welche dieser Gleichung entspricht, heisst „die 
elastische Linie“, weil ein elastischer Stab, der an dem einen 
Ende befestigt und an dem anderen Ende belastet ist, diese 
Form annimmt. 


Enthält die Differential-Gleichung nt Ordnung die unab- 
hängige Veränderliche x gar nicht, hat also die Differential- 
Gleichung die Form 


NEN ENG 
(10.) Ay, a" s da) 0, 
so kann man die Ordnung wieder um eine Einheit herabdrücken, 
dy 


wenn man = p setzt und y als unabhängige Veränderliche 


einführt. Man erhält dann 
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a 27 2 2 
3y 2, 
(12.) = ( at a a 
Dadurch Nee, die vorgelegte Ditferential- Gleichung über in 
(13.) (np; 4 a il. 
Beispiele. 


Aufgabe 2. Man soll diejenigen Curven bestimmen, bei denen 
der Krümmungshalbmesser ebenso lang ist wie die zugehörige 
Normale. 

Auflösung. Nach D.-R., Formel Nr. 100 und 107 der Tabelle 
sind die Ausdrücke für die Normale und für den Krümmungs- 
halbmesser | 


a) 

ds dx 

# =U— et . 

(14.) a, 2 und o=+ 2 
dx? 


Die gesuchten Curven müssen daher der Differential- Glei- 


chung 
| z) 
dx ds ds d2y 
£ u = yY— I — J=y-5 
45.) ed I de’ Dust =) Ida? 
da? 


genügen. Indem man 


dy AN Ba dp 
(16.) El also ()=ı+P, ee 
setzt, erhält man 
dp 2dy 2pdp 
)— yp-—, oder 
(17.) u m Par ee 7 


Daraus findet man durch Integration 
(18.) + [ly) +1ICG]=11+P9). 
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Berücksichtigt man in Gleichung (18.) zuerst das obere 
Zeichen, so wird 


d 
(19) 149: = 0,y,W oder P= = EV —1. 


Da hierbei C, nur posiwe Werthe haben kann, so setze 
man 


1 
(20.) 64 = a ’ 
dann geht Gleichung (19.) über in 
dy 1 1, —"— de dy 
>17 rer 2 ng? I — ———e 
21) P= -Vy?— a, oder ET Varzg 


Dies giebt durch Integretion 
Mae, EN a2 3 
(22) + ® = 1y+ Va) — 1a = (rs 
wobei auf der linken Seite der Gleichung die Integrations - Con- 


stante =” hinzugefügt ist. Daraus folgt 


—% 


+ ES 
(23.) a N. 

und wenn man beide Seiten der Gleichung mit y- - Yy?-—a? 
multiplicirt, 


°—%X 


SE Ve, 
a. "y- WY—-)= a, 


oder 
ee AMEIS 
(24.) a.e ?=y— VYy—a:, 
Durch Addition der Gleichungen (23.) und (24.) erhält man 
alt + 
(25.) Vale Pen )- 


Dies ist die Gleichung der Kettenlinie, bei der, wie schon 
in D.-R., $ 89, Aufgabe 4 gezeigt wurde, der Krümmungs- 
halbmesser ebenso lang ist wie die zugehörige Normale; der 
Krümmungshalbmesser hat dabei- aber die entgegengesetzte 
Richtung wie die Normale. Die willkürlichen Integrations- 
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Constanten sind in Gleichung (25.) durch die beliebigen Grössen 
a und x, vertreten. 


Berücksichtigt man in Gleichung (18.) das untere Zeichen, 
so wird | 


1 
26. 1 ea 
(26.) en: 


Hier möge wieder die Integrations-Constante C,, da sie nur 
2 al 
positive Werthe haben kann, mit Fr vertauscht werden. Da- 


durch erhält man 


EN Lay s 
(27.) 1+7 Op odeı ae HR Y, 
ydy 
28. ———=+dr 
(28.) an | 
(29) (2%) = — V®—y, oder («— oa)” +y = «a. 


Dies ist die Gleichung eines Kreises mit dem Halbmesser a, 
dessen Mittelpunkt in der X-Axe liest. Der Krümmungshalb- 
messer ist gleich @« und hat dieselbe Länge und dieselbe Richtung 
wie die Normale. Auch hier vertreten die beliebigen Grössen « 
und z, die beiden Integrations- Constanten. 

Die gestellte Aufgabe hat zwee verschiedene Lösungen, die 
man erhält, jenachdem der Krümmungshalbmesser dieselbe oder 
die entgegengesetzte Richtung hat wie die Normale. 


Aufgabe 3. Man soll diejenigen Ourven bestimmen, bei denen 
der Krümmungshalbmesser doppelt so lang ist wie die zugehörige 
Normale. 


Auflösung. Mit Rücksicht auf die Gleichungen (14.) müssen 
die gesuchten Curven der Differential-Gleichung 


) 

da ds r ds” _ d’y 

BIAIE ZE a Wan’ oder + @ 2,0% 
dx? 


genügen. Indem man wieder 
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a Ey 
(31.) ei also ()- 1+P°, le ve 


setzt, findet man 


| dp dy  2pdp 
32) (1 2)=2yp-—-; oder = _——. 
Daraus folgt durch Integration 
352) +ly+lC=1(1-+P?). 


Berücksichtigt man zunächst das obere Zeichen, so wird 


(34.) 1+p°=(y, oder Te 


dy d(Cy—1) - 
(35. +dıe = er ee) also +( —o)= ee — pa AL. En. 
= Voy—1l a REN 
Oz — 20) = 40y — 4, 
2 
oder, wenn man die Integrations-Constante C mit = vertauscht, 
(36.) (2 — 20)? = 2ay — a. 

Dies ist die Gleichung einer Parabel mit dem willkürlichen 
Parameter a, deren Leitlinie zur X-Axe gemacht ist. Die 
Y-Axe liegt noch ganz beliebig, weil x, die zweite willkürliche 
Integrations- Constante ist. 


Hierbei hat der Krümmungshalbmesser die entgegengesetzte 
Richtung wie die Normale. 


Berücksichtigt man in Gleichung (33.) das untere Zeichen, 
so wird 


C PYab 
O1 Near oder = = u ni I=2y0-ı, 
(38.) + de = ag = E 
Le, 
Da hierbei a 1>0, oder 0< n <1 sein muss, wenn die 
Wurzelgrösse reell sein soll, so setze man 


(39.) y= (sin? (5) — A — cost), 
also 
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(40.) —y= coo8 (5 >: (1 -+ cos2), 


(41.) Vo ——ftg , 5) dy => SINN. de = ae 


folglich wird 
a C 
(42.) >= de = sin. (5) de — = (1 — cost)dt, 


(43.) 2 — mn = 2 — sin?). 


a Er 

Vertauscht man Z mit —?, so ändert sich Gleichung (39.) 
gar nicht, während in Gleichung (43.) sich nur das Vorzeichen 
der rechten Seite umkehrt. Man erhält daher dieselbe Curve, 
gleichviel ob man in den Gleichungen (37.), (38.) und (43.) das 
obere oder das untere Vorzeichen nimmt; deshalb kann man das 
doppelte Vorzeichen fortlassen. Indem man schliesslich noch C 
mit 2a vertauscht, gehen die Gleichungen (43.) und (39.) über in 


(44.) z —- sn =at— sint),, y= all — cost). 


Dies sind die Gleichungen der CyAloide, für welche schon 
in D.-R., $ 83, Aufgabe 5 gezeigt wurde, dass der Krümmungs- 
halbmesser die doppelte Länge und dieselbe Richtung besitzt 
wie die Normale. 

Auch diese Aufgabe hat zwei verschiedene Lösungen, die 
sich ergeben, jenachdem der Krümmungshalbmesser dieselbe 
oder die entgegengesetzte Richtung hat wie die Normale. 


Aufgabe 4. Man soll diejenigen Curven bestimmen, bei denen 
der Krümmungshalbmesser dem Quadrate der zugehörigen Ordi- 
nate proportional ist. 

Auflösung. Mit Rücksicht auf die Gleichungen (14.) und 
(16.) müssen die gesuchten Curven der Differential -Gleichung 


ds\ 
a2 „al a 
e 2 : Fr 
(45.) werfen a = ay, odr +(V1+ pP) = ay Az 
de? 


genügen. Dies giebt 
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GER = 


dy _ Ir apdp a dil1-+ & 
A a ET + p 22 


also durch Integration 


(46.) 


ii a Cy+l1l a 
(47) —-= FF —+60, de —— = to 
Ya RVR Yı+r 
folglich wird 
dyy VOR 
40. En a ERSTER A Er 
(48.) = dz CGy-rl 
oder, wenn man der ee wegen 
(49.) = ra 
setzt, 
(50.) mei, yH Dan 


en m y* — 2Cı Yo 
Gilt in Gleichung (49.) das obere Fa so setze man 
919 Ay=t+0, also t= Ay—C, 
dann wird 


(52.) yHı= ht, y- / Ba EL: y2: — 20y ie VR—.a:, 
folglich geht Gleichung (50.) ur in 
2\d 
(53.) a ltr — 
AV — 


Nun ist nach Formel Nr. 27 und 23a der Tabelle 
(54.) = — Ve —a?, fe = (br Vs 
Jve- @ 
deshalb findet man aus Gleichung (53.) durch Integration 
(55.) 4 Aa — GO) = ACV Ay zB oye 
+ a (Ay — CO +AY Ay? — 20y—1). 


Eine besonders einfache Form erhält die OEulE, wenn man 
die Integrations-Constante 


(56.) ZU EL Rn 
setzt, dann geht Gleichung (55.) über in 
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+ a(z — 6) = l(a’y + aYay? — 1), 


9%) a(ay + Va’y? —- De= et+«al®—6;), 
Indem man beide Seiten dieser Gleichung mit ay— Va?y? — 1 
multiplieirt, erhält man 
a— et@-0) , (ay— Yay? —1), 
oder 
(O3. alay — Vary? — 1) = a2. er«-%, 
Durch Addition der Gleichungen (57.) und (58.) erhält man 
(59.) Za?y = et@-0) + a? era), 
Setzt man jetzt noch 
26 ur, 1a; 
so wird 
et«(®-0)) — etalen)tla — g. et), 


(60.) 


d 


folglich geht Gleichung (59.) über in 
(61.) Day = et m) + era), 
Dies giebt, wenn man a mit n vertauscht, 
C—Ty X 
c [4 * c 
(62.)  y=5 (° + e ) 


Das ist die Gleichung der Zettenlinie. 


Wird die Integrations- Constante C' so bestimmt, dass in 
Gleichung (49.) das untere Zeichen gilt, ist also 


(63.) a = (2 — — A”: oder dA — KOEERTT 
so setze man 
(64.) y—=t— (Or alsonteAy O0, 


dann wird 
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z Ct — a? dt 
ns A Yan? 


(65.) 


| v- 2P2 De "Va: I 
folglich geht Gleichung (50.) über in 

(Ct Bit a?)dt 

43YVa? — 

Nun ist nach Formel Nr. 25 und 22 der Tabelle 


Ga I en = aresin(! ): 


deshalb findet man aus Gleichung Dur durch Integration 
Ary+ =. 


(66.) + de = 


(68.) AK —)= —ACY— Ay? -20y 1 ataresin(“ 
Aufgabe 5. Man soll die Differential- Gleichung 
ER 
(69) ==/w() 
integriren. 
Auflösung. Setzt man wieder 


d 2 
(70.) Yale See 


da de da ? dy 
so erhält man aus Gleichung (69.) 
Y GP 7 ne; 2 
(71.) En ee al 
Daraus folgt durch Integration 
(72.) Ip=/f(y)dy + 1Cı, 
dy „SW 
73. el 
(73.) a 
(74.) Ode = ‚Pro dy, 
also 


113.) BR Tank dy + (3. 
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Ist die vorgeleete Differential-Gleichung in Bezug auf die 
(Grössen 


en MY. u _ Ey Dear 
(76.) TEEN NR a Pr 
homogen von der »te" Ordnung, hat sie also die Form 
b um, 2 
a TACHO) yF(a,! es) 
(77. Buy. ya)—y ei 
so führe man eine neue Function « durch die Gleichung 
(78.) 0 = Yu OdenBe — Jude, Mn Ale 
ein, dann wird 
(79.) y"=yu+ty = nz “ in 2 
& BEN 
(80.) rege 
2 
er e u ae au‘ du ee ee) 


Setzt man diese Werthe in Gleichung (77.) ein, so erhält 
man eine DER von der Form 


dr Iy 
(81.) (a u Z a) 


die nur noch von der IN — en Ordnung ist. 


beispiel. 
Aufgabe 6. Man soll die Differential- Gleichung 
Ey. BAER 
2 N 
integriren. 


Auflösung. Mit Rücksicht auf die Gleichungen (78.) und 
(79.) kann man die vorgelegte Differential-Gleichung auf die 


Form 
du YUREU 
—- 2 — — = 
(Err)+E =, 


oder 
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(83.) (zu? + zu — 1)de + z’du = 0 

bringen. Diese Ditferential- Gleichung ist nur noch von der 
ersten Ordnung und enthält « nur in der Verbindung zu; des- 
halb setze man 


zdz — 2dx 


(84.) a 3 du : 


TC 
Dadurch geht Gleichung (83.) über in 
(2? + 2 — 1)dx + zdz — zdx = 0, 
oder 


dz dz 
ar „2 == 
(85.) 2 l)de + xd=0, Fr Ad 1 


— 0, 
folglich erhält man durch Integration 
=) 2 NE ıl 
(86.) 1) +1 )= 16, 
(87) 2&@—1)=C(k+1), oder z:au — 1) = (lau + ]). 
Dies giebt 
YA 
u yde (2 —C) 
Hieraus findet man durch Partialbruchzerlegung 
(89.) PIE SE ;)de 
Y z Vo, Or 
und durch Integration 
(90.) ly = l\(a? —C) — 12 +16}, 
ae 


L 


(88.) U 


Setzt man hierbei noch 
(92.) 167 mu A, ET CC, — b, 
so geht Gleichung (91.) über in 
(93.) y= AriBE, 


XV. Abschnitt. 


Lineare Differential-Gleichungen >” Ordnung. 


8 97. 
Allgemeine Bemerkungen. 


Eine Differential - Be von der Form 


(1.) oe ee 2 


d 
+ n-1(@) je + Fu). y= PR), 


in welcher fı(z), fa(2),.-. fm(x) und Y(xz) gegebene Functionen 
von z sind, heisst „eine lineare Differential- Gleichung mi Ord- 
nung“. Dabei soll es auch zulässig sein, dass sich die Func- 
tionen fılz), fe(X),-..fm(z) auf Constante reduciren, die dann 
mit fi, f2,---/m bezeichnet werden mögen. In diesem Falle 
erhält a 2 die Form 
m, N —2, 
(2.) a a* u ni I + f: Fa ee ui Yupy= = yle). 
Wird die Function g(x) identisch gleich en hat also die 
Te die Form 


Ge eine ad en + Je) ru 


= 
dy 
+ ns) FE + nl) y= 9, 


so heisst sie „Aomogen“. Es wird später gezeigt werden, dass 

die Integration der nicht homogenen Difterential- Gleichung (1.) 

immer zurückgeführt werden kann auf die Integration der Aomo- 

genen linearen Differential-Gleichung (3.), welche aus Gleichung 
Kiepert, Integral - Rechnung. 36 
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(1.) hervorgeht, indem man das Glied 9(z) auf der rechten 
Seite der Gleichung gleich Null setzt. 

Es sollen deshalb zunächst die homogenen linearen Ditteren- 
tial- Gleichungen m** Ordnung behandelt werden. 


S 98. 
Homogene lineare Differential-Gleichungen 222° Ordnung. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 213 bis 215.) 
Satz 1. Hat die gegebene homogene lineare Differential- 
a, 


(1.) de + el at “+ fm- () $ + ne). yo = 1) 
“ n particuläre Integrale yı, Ya, --.Yn, SO N auch 
(2.) Ge: Ciyı = CaYa ae UnYn 


ein Integral dieser Gleichung, welche Werthe die Constanten C,, 
Ca,...Cn auch annehmen mögen. 


Beweis. Aus Gleichung (2.) folgt 


dy oe dyı dysa Y u 

a Ne ee 

d?y er d’y 1 d’ys Y 2y N 
(3) De Cı dr? +6 de? Tee m En ER 

d”y BF: d”yı d"ys Ä"yn 

dr" 33 Cı dem 1 C3 de" Di tb On dx” 


Addirt man die Gleichungen (2.) und (3.), nachdem man sie 
bezw. mit /n(2), fm-ı(z), - » „fe(z), Fı(z) und 1 multiplieirt hat, so 
erhält man 


(a) Hr) + 


u A + fı(@) = + me) G =ı +nle) y | 


da 2 
+0 art. + Bar ae 
Hr. fürkos 
Rage 


Any u 
o.[EEt 4 Hs) I FRıTE: Be? + fu): „.|= rk 
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Satz 2. Kennt man m particuläre Integrale yı, Yar-»- Ym 
und kann man in 


(5.) Y — Ciyı r CsY3 ee a ar Be 
die ‚Constanten Ch, Ur,... Um so bestimmen, dass 
/ RL Dry 
(6.) A ed ri ee 


für £= 2, die beliebig vorgeschriebenen Anfangswerthe yo, Yo‘, 
Yo... Yyo"=2 annehmen, so ist y das allgemeine Integral der 
vorgelegten Differential- Gleichung. 

Dass y ein Integral der vorgelegten Differential - Gleichung 
ist, folgt schon aus Satz 1, und da man die Anfangswerthe 
Yo, Yo, Yo... Yo”d, welche dem Werthe x = x, entsprechen, 
nach Voraussetzung noch beliebig annehmen kann, so ist y auch 
das allgemeine Integral. | 

Es ist nur noch zu erklären, weshalb diese Voraussetzung 
hinzugefügt werden muss, obwohl in Gleichung (5.) scheinbar 
bereits m willkürliche Constanten C}, Cs,... C„ enthalten sind. 
Die Grössen %ı, Y2,...%m sind möglicher Weise nicht von ein- 
ander unabhängig, es kann z. B. zwischen yı, ya und ys die 
lineare Gleichung 


(7.) y = kyı + ys 
bestehen. Dann ist aber Gleichung (5.), nämlich 


(8.) WE (Ci ar kCz)yı Ar (03 ze IC3)ys as Uyya cHiasich Gn 


kein allgemeines Integral, da in diesem Ausdrucke nur m — 1 
willkürliche Constanten enthalten sind. Umgekehrt kann man 
auch zeigen, dass die Grössen yı, %,...%m durch eine lineare 
Gleichung verbunden sind, wenn jene Voraussetzung nicht erfüllt 
ist; der Beweis dieser Behauptung möge hier aber übergangen 
werden. 

Nach Formel Nr. 212 der Tabelle kann man die Ordnung 
einer Difterential-Gleichung, welche in Bezug auf y, y‘, y",... y 
homogen ist, um eine Einheit erniedrigen, indem man 
(9.) 1 zer), nn. 0 e; Hu} ER - 
setzt. Dies giebt 


36* 
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Satz 3. Die Ordnung einer homogenen linearen Differential- 
Gleichung kann stets um eine Einheit erniedrigt werden. 

Durch die angegebene Substitution erhält also Gleichung (1.) 
die Form 


10) Ft + [entferne nl) +Fnle)] = 0: 


Diese Gleichung ist im Allgemeinen nicht mehr homogen 
und im Allgemeinen auch nicht mehr linear, aber sie kann doch 
zu particulären Integralen führen. Hat z. B. die Gleichung 
(11.) Fu) = wrt fur tt fur + fnal)uhfne) = 0 
Wurzeln rı, r3,...7n, die von x unabhängig sind, so werden 
(12.) a 
particuläre Integrale der Gleichung (10.) sein, weil 
dr, _ drs _ Un _ 
Er E 
Sud 


(14.) Veh) = No en 

Dieser Fall tritt namentlich dann ein, wenn die Grössen 
Ja) = fı, fel2) = SR; - - -Fm(2) = Ffm sämmtlich von x unabhängig 
sind. Die Gleichung 
(15.) Fu) = ur + faurt + fou”? + + fm-ı u +/m = 0 
hat dann lauter constante Wurzeln v1, r2,... 7m. Sind diese 
Wurzeln zunächst sämmtlich von einander verschieden, so findet 
man aus den » particulären Integralen 


(13.) 0 


ist. Die zugehörigen Werthe von y= e “ sind dann 


(16.) a RE 

der vorgelegten Differential-Gleichung (1.) ohne Weiteres das 
allgemeine Integral 

(17R, y- O.e® + (0. +... + (0,.e'mt, 

Der gefundene Ausdruck ist in der That das allgemeine 
Integral, denn man kann beweisen, dass durch passende Wahl 
der Constanten Cı, C3,... C„ die m Grössen y, y', y',... ym-ı 
für ©= x, beliebig vorgeschriebene Anfangswerthe yo, %0'‘, Yo“, 

40” annehmen. Aus Gleichung (17.) folgen nämlich die 
Gleichungen 
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y' -.r Cırı a Car, . e"” aa te SEEN. e’m?, 


| y=C .em +4 eat... 4 On.em, 
(18.) | y“ En Cır22. erı® — Carg2. er? + in: + Dee & e"'m®, 


Haze) — (ir, en% 4 Orr tee te. 4 Our. e’m?, 
welche zunächst für <= 0 in 
| y = (Cı + 6 u 1 
w=Crn +0r +°+ Cnm; 
(19.) % =-Cr? +0? +: + Onfm; 
1 er Cara a Our, 
übergehen sollen. Bildet man die Function 
ur (r —rn)(r—r3)...r—n)=Hfr), 
so hat Fı(r) die Form 
(20a.) Fr) =r"! + kr? + +++ Amar + Äm-ı- 
Multiplieirt man nun die Gleichungen (19.) bezw. mit A„-ı, 
Am_2, ... ki, 1, so erhält man durch Addition 
(21.) Am_ıyo+ Äm-2y0 + im-3y0 + Hay Hy Prd= CHF (rn), 
denn die Glieder 
OFı(r2), OsFi(rs),.-- CmFiltn) 
werden sämmtlich gleich Null. Dabei ist bekanntlich 
Fiehklr) 
r—1rı 


(20.) 


(22.) F(r;) —= ]im 


=frj 


— NR 


In ähnlicher Weise, wie sich der Werth von C, aus Glei- 
chung (21.) ergiebt, findet man auch die Werthe von (5, Cs, 
.Cn. Vertauscht man z mit 2 — z,, so kann man in gleicher 
Weise die Constanten Ch, Ca, ... C„ so bestimmen, dass dem 
Werthe z=z, beliebige Anfangswerthe der m Grössen y, y‘, 
y“,...y1 zugeordnet sind. Deshalb ist Gleichung (17.) das 
allgemeine Integral der vorgelegten Differential-Gleichung. 
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Beispiel. 

Aufgabe 1. Man soll die Differential - Gleichung 
& DRIN 
(23.) a 
integriren. 

Auflösung. Hier ist 

1 1 1 

(24.) en 0, also Mr er, 


folglich wird in Uebereinstimmung mit Aufgabe 1 in $ 95 
(25.) y= Cie® + be *, 

Hat die Gleichung Fu) =0 auch complexe Wurzeln, so 
bleibt die gegebene Lösung noch richtig, sie nimmt aber eine 
eomplexe Form an. Dem Endresultate kann man jedoch leicht 
wieder eine reelle Form geben, wenn man beachtet, dass die 
complexen Wurzeln paarweise conjugirt auftreten. Ist z. B. 
(26.) n=a+tbi, n=a—bı, 
so wird 

O.er r GVERZIO, er DR Zr, eur 
— e= (0, + (3) cos(bx) + iC,—Ch)sin(dr) |, 
oder, wenn man 
(27.) "+0 =4, ÜÜ—0O)=B 
Setzt, 
(28.) Gı.e?+(,,.e®— e®[Acos(dz) + Bsin (bx)]. 


Beispiele. 
Aufgabe 2. Man soll die Differential-Gleichung 
Ey y 
> —— 
(29.) an 
integriren. 
Auflösung. Hier ist 
(30.) Elu) a 
a“ [47 [07 


folglich wird in Uebereinstimmung mit Aufgabe 2 mn $ 95 
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Bu 


“= (C1+6) cos() + :(Cı — (5) sin () 


—= 4Ac0s € + Bsin(,): 
a [77 


Aufgabe 3. Man soll die Differential - Gleichung 


(31.) =0% e? OR 


3 ; 

(32.) 23 a +6y=0 
integriren. 

Auflösung. Hier ist 
(33.) Fu) = W— u+6=0, ae n=l,n=3, nn =—3, 
folglich wird 
(34.) y=(Cı.e® + (2. + (3.07%. 

Aufgabe 4. Man soll die Differential -Gleichung 

d® d? d 

(35.) a 5 HL 18 — 10y = 0 
integriren. 

Auflösung. Hier ist 
(36.) F(u) = u? — 6W + 13u— 10 =0, 
also 


na nmn-2u, n=2—1, 
folglich wird 
(37.) VO er ysenı tale 
— e?*(C, + Acosz + Bsinz). 


Bisher war vorausgesetzt worden, dass die Wurzeln ,, ”% 
...7m der Gleichung F(u)= 0 alle von einander verschieden 
sind. Hat aber F(u) = 0 auch gleiche Wurzeln, so erhält man 
durch Gleichung (17.) nicht mehr das allgemeine Integral. Ist 
z.B. rı = ra, so kann man in Gleichung (17.) die Glieder 

G.e®+(0.e® in (CGı + O5). er” 
zusammenfassen, so dass der Ausdruck für y nur noch m — 1 
Integrations-Constanten enthält. 

Aber auch hier kann man das allgemeine Integral durch 
eine Grenzbetrachtung aus der bisher angegebenen Form finden. 
Es sei zunächst 
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(38.) n=rHth, 
also 
(39) y=(Cı.e® + (gerri 4 (3.e® +... + One'm® 
= (Ci + (2. e®) e® + (,.e +. + On. e'mt, 


Nun ist aber 


(40.) Cı = (6 ° e"® == er -i (6 B= (09 


222 
Rt 
Setzt man in dieser Gleichung 
(41.) Cı + (5 = C, Oah = 0 
so sind auch C und C’‘ noch zwei beliebige Constanten; Gleichung 
(40.) erhält dadurch die Form 
hx? h?x3 


(AD ae le 31 


Lässt man jetzt A sich der Grenze Null nähern, so erhält 


+ +. 


man 
(43.) lim r3 =1;, lim (Ci = [162 . e"*) —un E= Cr 
h=0 h=0 


folglich geht Gleichung (39.) in diesem Falle über in 
(44.) = (C +0) .e® + (,.e° +. + On. e'm?. 
In dieser Formel treten wieder m willkürliche Integrations- 


Constanten auf, wenn 7,1, 73, -...7„ Sämmtlich von einander ver- 
schieden sind. 


Setzt man jetzt in Gleichung (44.) 
(45.) rB=nHth, 
also 
(46.) y=(O+C'2).e? +05. er" tr +0, er + + Om. em? 
= (C+0'2 +03. ec) . er” + (4. + + ln. e'm?, 
so wird 


hx Auch 
(47.) C+Cz+0.e® = C0+0zc +0; +0; 11 +57 Sure 
oder, wenn man 


48) "05-4, 001 Ch=4, GR—24, 
setzt, 
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hx? 
EIE #*.°, 


wobei A,, As, A; wieder drei willkürliche Constanten sind. Lässt 
man jetzt % sich der Grenze Null nähern, so erhält man 


(50.) limrs =T, lim (C + (6, En Üz . u) = 4A, + AsrX -r Ast, 
h=0 h=0 


(49.) C+U'z+(;3. er? = Aı + Ast + Asr? +2 Az — 


folglich geht Gleichung (46.) in diesem Falle, own =n=r; 
ist, über in 
(51) y=(Aı+Ac +42). et + O.e + + ln. em, 
Dieser Ausdruck enthält wieder m willkürliche Constanten, 
wenn 71, 74,...7m von einander verschieden sind. 
In gleicher Weise kann man alle Fälle erledigen, in denen 
F(u) = 0 mehrfache Wurzeln hat. 


Dieselben Resultate findet man auch auf einem anderen 
Wege. Nach D. I Formel Nr. 48 der Tabelle ist 


un du IBURT du dv 
0 un =+6 )z dar! i dx? dat 


drAu d dru 
Wi Be Dr 


dar-1 Fee dx” z 


Führt man un 5 Fe a 


ad” d 
J Be dam-1 Ang ne Par Hat, + fm -Y-= 0 


de” 
für y das Product wv ein, so erhält man 


dr? 
3) (Ge Zn a ee mat" +fm zz Et fm o)u 


If dei n— my d 
a; ee ers 
} ei 1)(m—2 2.1 2 
+ N at +2 manga 
En . . ° = n : = - 3 > R . : 


1 
+, alm — 1)(m —2)...3.2.1v. 


da” 
oder 
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vu 
(54.) Fu are nz +3 ee a wehren y, ee N 
wobei 
ve u: | | 
=. A dam-1 1 N + ie + fm . Ö, 
dr—i b dr— 3% 
n=m + m— Ay + mt 
(55.) R ar % 
+ /m—ı td, 
dn—2% dm—3% 
rn=mm 1) at m dm Mı amat' 
ae 2 ig . 


Von den beiden unchoren « und vo kann man Hr eine, 
z.B. ve, noch willkürlich bestimmen. Setzt man daher 


dv 
z) ei. r ad 38 2 
(56.) ® er; e?, also dx ug 7 5 e.% DER 7 . 0% ... 


so gehen die Gleichungen (55.) über in 
Va: er" + fi ym—1 +f5 ym—2 - .: +Hfm- fm) —erz, Fr), 
V, en ib m + (m—1) fir"? +(m—2) for m—3_L .. +fm- 1) 
(270 — ee 


V, = er]m(m—1)r"? + (m—1)(m—2) fo” °+ +2. 1m] 
ee no ) 


Bee) erhält Gleicing (54.), wenn man den Ach Gliedern 
gemeinsamen Factor e'* fortlässt, die Form 


Ir ad ER A: 
SumAur adz es 2! de (m as 
d”u 
dem in 


Jetzt sei r, eine einfache Wurzel von F(r) = 0, dann wird 
Gleichung (58.) befriedigt, wenn man 
(59.) ri, üse,0,, aloe Wo 
setzt. Ist dagegen r, eine «-fache Wurzel von F(r)=0, so 
wird 


% 
“ 
{ L 

x 
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Kin) Os EG Be) et, 
so dass Gleichung (58.) befriedigt wird, wenn man 
(60.) rer, u=(h + (sr + (2? ++ Ga, 
also 
(61.) y=(Cı + Gr + 032? +. + bare). er” 
setzt. Auf diese Weise kann man immer einen Ausdruck finden, 
der m willkürliche Constanten enthält und deshalb das allgemeine 
Integral der vorgelegten Differential-Gleichung ist. 


Beispiel. 
Aufgabe 5. Man soll die Differential- Gleichung 
d*y d? . 


2 I re 
(62.) 7 sale 


— 12 e -+.59 =0 
integriren. 
Auflösung. Hier ist 
(63.) Fr)=r—4r°+10r?—12r+5=(r?—2r+1)(r?—2r+5)= 0, 
also 


(64.) a I a En RE I 7 
folglich wird 
(65.) y=(Cı + Ox)e® + e®| Acos(2z) + Bsin(2z)] 


—= e"|Cı + Csz + Acos(2z) + Bsin(2z)]. 


8 99. 
Nicht homogene lineare Differential- Gleichungen 
nv" Ordnung. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 216—218.) 
In der Differential - Gleichung 
I TI nd H Fey Hl), 
den dem dam 2 7. 


mögen die Coefficienten fı, fa, - - :/m Re constante Grössen 
sein, dann setze man 


(2.) z—= (4. enla-0) 4 05. erla-t) 2... 0. em), 
wobei 7, 78,... 7m Wieder die m Wurzeln der Gleichung 
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(8) Fe)=rr + fer + fr +. Hr FR 
sind. Durch Gleichung (2.) ist z als eine Function der beiden 
Veränderlichen z und ? erklärt, wobei ? vorläufig als eine Con- 
stante betrachtet werden möge. Unter der Voraussetzung, dass 
71, 72, :..7m Sämmtlich von einander verschieden sind, kann 
man nach den Ausführungen in $ 98 die Constanten Ch, Cs, 
... Cm so bestimmen, dass die Grössen z, 2’, z'',... 2-2 für 
z=t beliebig vorgeschriebene Anfangswerthe zu, 20‘, 20”, 
..20”=2 annehmen. Für den vorliegenden Zweck setze man 
(4.). 0 =0, Dil, 27 Saar Deere 

d. h. es mögen die Constanten O4, Cs, -.. C„ so bestimmt 
werden, dass 


07 +06 ++ On = 
Ciri $F Cara mas or ORrn = 0, 
(5.) Gr? + Car? + Hm me 0, 
Gr ar Coram 2? rn a I + Ontrmr? — 0, 
Ort + Ort + + On tri— pe) 
wird. Wie in $ 98, Gleichung (21.) und (22.) gezeigt wurde, 
findet man aus diesen Gleichungen 
_ pl) _ 9) _ 9) 
(6.) C, = Fr)" = Fr)’ » Gm Be Fr) 
Die Function 


2 ORTEN De) ee a Dee 
N RE ERTL ae 
hat also die Eigenschaft, dass sie mit ihren m — 2 ersten Ab- 
leitungen für x = ? verschwindet, während die (m — 1)t® Ab- 
leitung zleich y(f) wird. 


Jetzt mögen mit 


dz ; d’z dz 
(Z)ı=x, GE (2’)ı=r, a) (Zaun: =): (2), 
diejenigen Werthe bezeichnet werden, welche z, z‘, 2“, ... zn) 
für 2=z annehmen. Dabei ergiebt sich aus den Gleichungen 
(5.), dass 
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Be el ee tt 
wird, während 


(9.) RN) = Y(E) 
ist. Setzt man also 
(10.) Y=j/adt, 
0 
so findet man nach Formel Nr. 154 der Tabelle 
ey d: 
0 0 
ey m # 2 
19%) Ere ne) BE Hd + ea Frl 
d3Y 5 z „ 73 d’z 
0 
dr- 2 FR, dm—1z 
(m—2)\,_, — 
(14.) vg dam =; + (z je Pr ni dt, 
0 
ee gm z drz 
En (m—1) MW 
(15.) Sure), JR ? + gl). 


0 


dY 2 m k 
Indem man diese Werthe von Y, ) | et in 
de‘ da A 


d d? d” 
Gleichung (1.) für y, A er 2a e“ 


einsetzt, erhält man, da 


sich g(z) weghebt, 


dm Kat dz 
an a NA rer m—1 + t fange + fm z)dt = 0. 


Diese Gleichung wird. aber in der That befriedigt, denn 
nach Formel Nr. 213 der Tabelle ist z ein particuläres Integral 
der homogenen linearen DI 7. Sraeene 


- d"rz dr—1z Aus a 
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folglich ist Y ein particeuläres Integral der Differential-Glei- 
chung (1.). Aus dem particulären Integral findet man sofort 
das allgemeine, indem man | 


(18.) y=Y+ov 

in die Gleichung (1.) einsetzt; dann wird nämlich 

dv aka dv 

(19.) m + + a ee Sl | 
also 
(20.) vaa.e®4+o.e# ++ Cm. em” Ei 


und nach den Öleichungen (7.) und (10.) 


r : {) . erıl®—) dt 
(21.) y= [/* Ha +4. | 
0 
gl) .erteNdt ] 
Bi f Re 
1) 


tl f a 
0 


oder, wenn man 
(22.), 01» Eirdn, 0, 0. Er) Orr on 
setzt, 


EN BR en er:? ; Beh 
23) y= gan, [6 er fo). e . + x ar ro. de 
0 0 


an 


Dasselbe Resultat kann man Kt durch die Methode des 
integrirenden Faciors oder durch Variation der Constunten 
finden. | 


Beispiele. 
Aufgabe 1. Man soll die Differential- Gleichung 
d’y “ 
(24.) SEE —=Y(£) 


integriren. 


ar 
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Auflösung. Hier ist 


Fun 
IV 
OL 

u 


|rn=®, Fin)=2, Fy=— 


folglich wird nach Gleichung (23.) 

% HIT: r a ee = x ] 

A 3 e@ [6 + fylt).. e 73 a 6 - fowerat . 
ö ° 


Riezzb. 
(27.) a 
so wird 


a mo. ; -fü= jro. ea am fra = er n): 


so dass ee (26.) nee in 


(29.) se be loan Br =) 
=2|ı or o)e ET )-&(e°) 


Aufgabe 2. Man soll die Differential- Gleichung 
d? 

(30.) 7 0%, + 20y = 40002? 
integriren. 
Auflösung. Hier ist 
j Fir) =r?—9r+20=0, Fr)=2r —9, $(x) = 40002”, 
es 294, Ein: F(r)=—1, 
folglich wird nach Gleichung (23.) 


(32.) y= e®[Cı + 4000/fl2e- . di] — e=[C5 + 4000/Re-*di]. 
0 0 
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Nun findet man durch partielle Integration 


r 2 
(33.) SRertdt = e“ . 2 +5) 


a'a 


so dass Gleichung (32.) übergeht in 
’ 2 
(34) y=e* B + 2000 (= 5 — 155) a | 


5 185/125 
DT 2 8000 

N SER 0 400 ZA ET EIER INES x 
\ [&+ . ( 4.088 + 71 


— (Ch + 64)ed® — 32(252? + 10x + 2) 

— (Ca + 125)e* + 125(82? + 42 + 1), 
oder, wenn man Cı + 64 mit A, Ca + 125 mit — B bezeichnet, 
(35.) y= 4Ae’” + Be?” + 2002? + 1802 + 61. 


Die angegebene Lösung gilt nur, wenn die Coefficienten 
Jı,S2; -- fm constante Grössen sind. Ist diese Voraussetzung 
nicht erfüllt, so gelingt es doch in vielen Fällen, die Differential- 
Gleichung 
(36.) ee a + tn) .y= PR) 

de dat a Aa 
von der mten Ordnung auf eine niedrigere Ordnung zu reduciren. 
Ist z.B. y=yı ein particuläres Integral der homogenen Difte- 
rential- ne: 


dm 1y 
(37.) Em A ER de” 1 AN a + /m(&) 2 Y > 0, 
so setze man 
(38.) I Cyı y 


wo aber C noch eine Function von x sein muss, wenn dieser 
Werth von y der Gleichung (36.) genügen soll. Nun ist 


| re Wr, 
dy _ d2( dyı dC d? "Yı 
| unit roi. 
any Br „ge +(R dy, Ft Lan ? dryı 
dam Ni zm de dem-i re 


er 
u 
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Setzt man diese Werthe in Gleichung (36.) ein und beachtet, 
dass der Factor von C verschwindet, so bleibt eine Gleichung 
von der Form 

mfY dmr—1 Y 


d”C C RN 
(40. ) A En N ; ar Nr + ml) = — px). 


der 


Führt man also die Function % durch die Gleichungen 
de 


(41.) Ta oder Ci Sudr + 4 


ein, so erhält man aus N ae (40.) 


dm— 77, 
Na + ge)“ 2 at + Im-1l8) U = Ye). 


Aus dem allgemeinen Integral u dieser Differential-Gleichung, 
die nur noch von der (m — 1)" Ordnung ist, findet man das 
allgemeine Integral der vorgelegten Differential-Gleichung (36.) 
durch die Gleichung 


(43.) y=yı(Jude + 4). 


Ebenso kann man die Ordnung der Differential - Gleichung 
(36.) um zwei Einheiten erniedrigen, wenn man zwei particuläre 
Integrale yı und %. der Aomogenen Difierential- Gleichung (37.) 
kennt. Man setze dann 


(44.) y= Ciyı + Cay 


und betrachte C, und C, als Functionen von z, welche der Be- 
dingung 


dC, dCs Se d(; 8 Yı dt, 
(45.) Be ar ie le 0, oder ET 


genügen. Bezeichnet man dabei a mit gılz), so folgt aus 
den Gleichungen (44.) und (45.) ’ 


dc. dc 
(46.) > — gılz) . AH 


Kiepert, Integral-Rechnung. 


ae 
-] 
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2a u ar u 
PET 
A = Yı r Fr C 
(47.) EEE U +06 ER 
d’y „ deyı I = PC de. 
Fr) ER 


wobei 22), Yalk),. - - leicht zu Elena Functionen von & 
sind. Setzt man diese Werthe in Gleichung (36.) ein, so ver- 
schwinden nach Voraussetzung die Factoren von C, und 6%, 
und es Rn 


Do dc 
(48. ) et dr De ER Gy(® 2) dr ni ER a re Gm—2(z) en = pe). 
Wenn man jetzt noch 
TREIBT dl; _ f 
(a9) | a also Fr pılz)..2, 


| C Zn 2dz Zn Ay), 167 — /pı(«) .zdz nn As 
setzt, SO a Se (48.) über in 


dn—3z 
(50.) ER dx m—2 Ge Tore m—3 


Aus dem allgemeinen Integral z dieser Gleichung, welche 
nur noch von der (m — 2)!" Ordnung ist, findet man nach den 
Gleichungen (44.) und (49.) das allgemeine Integral der vor- 
gelegten Differential-Gleichung (36.) durch die Formel 


(51.) y= yı()zde + A) + »(Jpıla).2de + Ar). 


+++ Gn-2l2).2= Yy(R). 


Dieses Verfahren kann man fortsetzen und den Satz be- 
weisen: 

Kennt man n verschiedene partieuläre Integrale yı, Y2, - - - Yn 
der N - N 


(52.) I ı la % ER u = ey ln, 


so lässt sich die nicht homogene lineare Differential- Gleichung 
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5) HN) I + +/nl@).y = 9) 


auf eine andere nicht homogene lineare Differential- Gleichung 
von der Ordnung m — n reduciren. 


Beweis. Sind Yı, %,...%„ die bekannten particulären Inte- 
grale von Gleichung (52.), so setze man 


und bestimme a0a A, . Re Functionen von ae durch 
de dx dz dz 
die » — 1 linearen Gleichungen 
A se ICh 
el En 0; 
L 
dyı dys ER dyn I, 
(55.) a Rs de a 
ar ?y, RO De 2ya 46; Sg ne a dG, 


ee N 


Durch Auflösung dieser Gleichungen erhält man 


6) 8 — 2 N Be Zoo 


20. _ ‚. da, 
de Pnıl® de 


wobei die Functionen $,(2), Pa(&),... 9n_ı(z) leicht zu ermitteln 
sind. Nach diesen Festsetzungen wird 


Y s er dyn 
2 Mir a? Yı r Ya d?yn 
GE u mh 
dry 2 dr— dr— % dr—i Yn 
Bear Hr 2 m 4 ot 
di" Yı A" Yn dC, 
(60.) ee u ae) ne 


580 $ 99. Nicht homogene lineare Diff.-Gleichungen mter Ordnung. 


dsıy ar Mi ‚atiy 
(61.) dpi YA gt 2 Jart1 
d' ray, d? C dc, 


ra VE 


Setzt man el Werthe in Ak Eerenne (53) ein, SO Ver- 
schwinden nach Voraussetzung die Coefficienten von Ci, C3,... 
URNSSO I sich die nee N 


An | 
(62.) Lye) © dz en +Lı N dx mn Ar U IE = y(&) 
redueirt. Indem man noch die Function » durch a Gleichung 
ACH 
(63.) See 


einführt, m man daher 
Ny dm—n—1 
(64.) & ) dem" ai; Lı a) 7 n—1 e ua „r Ln—n(%) Be y(2). 
Dabei ist nach den Gleichungen (54.), (56.) und (63.) 
(bare Side + Aı, © — /yı(e) .vdz + As,.:. 


er — Syn) .vdz + An, 
(66.) UN Ciyı = Usya ent UnYn: 

Diese Betrachtungen gelten auch dann noch, wenn » = m 
ist. Für za= m—-1 kann man durch das angegebene Verfahren 
die vorgelegte Differential -Gleichung auf eine lineare Differential- 
Gleichung erster Ordnung von der Form 


(67.) Lo(&) = +.212).0 = die) 


zurückführen, deren Integration in S 81 behandelt worden ist. 
(Vergl. auch Formel Nr. 183 der Tabelle.) 


Tabelle 


der wichtigsten Formeln aus der Integral -hechnung.”) 


1.) Safe) =SF (a)dz =f(e). [$ 1, Gl. @.) und (4.)} 
2.) d/f (a)dz = f'(x)dr. [$ 1, Gl. &)] 
3.) Ist a der Werth von x, für welchen das Integral von 
F'(x)dxz verschwindet, so ist 

RR (z)dz = f(x) —f (a). [$ 2,.G1. (3.)] 
4.) Der Flächeninhalt einer ebenen Figur, welche begrenzt 
wird 
1.) von der Curve y= y(«), 
2.) von der X-Axe, 
3.) von den beiden Ordinaten z=a undze=5, 
ist gleich 


F=/yde=/f (ode = Yo) =) —/ (a). 
wobei /'(z) = y(z) sein soll. [$ 2, Gl. (5.) und (Sa.)] 


b a 
5.) Kfrlz)dz — ._ SF ()de. [$ 2, G1. (29.)] 


*) Die Integrations-Constante ist überall der Kürze wegen fort- 
gelassen. 


582 Tabelle der wichtigsten Formeln. 


6.) Sp a)de — Spilayde + SF ta)dr. [$ 2, Gl. (80.)] 
7.) JA (a)de = A/fa)d. [$ 3, G1. 5] 


3.) Sf) + 9 @)]az = SF (ade +S g(a)dr. 


[$ 3, Gl. (11.) und (13.)] 


ee s 4, 01.0) 
9.) f x = ya] se [S y . ( R | 
10.) Jdz =». | [S 4, G1. Pa] 
11.) fa’d« = r fra =. [$ 4, Gl. (3.) und (3a.)] 
12.) = — Ir. [$ 4, @1.(4)] 
13.) Scoszdz = sine. [$ 4, 61. (12)] 
14.) Aa — — cos. [8 4, 1. (13)]} 
15.) = — tg2. [$ 4, GL. (14.)] 
a | 4, GL. (15 
.) sin?z ver OD ($ ’ : ( 5.)] 
17.) I: De — arcsinz = = — arccosz. [$ 4, GL. (16) u. (21.)] 
\ LE t 2 er Gl. (17 d (25 
18.) arg =arigr = — arccigz. [8 4, GL (17) und ( 5.)] 


19.) Setzt man 
a0, Sale de nd 


so wird | 
Sya)de =/ylyid)]. yddt. (8 6, ©. (2) und (6.)] 
20.) Ir Era l@=.a). [$ 7, G1.@.), 8.) und $ 29, GI. (2.)] 
Tide 
21.) Jera „arete(” ) - 78 7, 61. (20.)] 


22.) I Va = arosin(” ): [$ 7, GL. @1)} 
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23.) RR — (x + Va? +22). [$ 7, GI. (23,)] 
d: 2.223 AB 
23.) ——— = le + VE a). 8 7, GL @4)] 
. ne 
£ " xdz 1 B 5 
24.) en is Ira [$ 7, Gl. (26.) und (27.)] 
= i xdz Tarzan Ä 
25.) I — — VYa—2?. [$ 7, Gl. (29.)] 
Ve—.a? " 
26.) (= — 1 Varr2, [8 7, C1.@1)) 
/Va+22 
az ING 
27.) f = +YVr—a, [$ 7, 61. 82,)] 
V®?— a 
28.) f 2 = nie 3} a $ 7, Gl. (84. 
20. Pe. Aa [ ’ al .)] 
u Ve—=#, 1,0.686) wd$9, a. un) 
2 Ve: BEER, a?X 
. RE, 
30.) / Bar, a en ”)- ($ 7, GL. @8)] 
Va? + 2? 4 == 
Bee hr Ve - +22 EN 
31.) / DVern ee ALLE Gl. (40.) und $ 9, Gl. (144.)] 
32 Kae = — „aresin(* )- 7, @1. (42 
) en [$ 7, Gl. (44.) und $9, Gl. (147.)] 
Ve a’x 
Fa)dx 
34. —_— zalerke): 72 GI. 0% 
) er FG) Fe) [$ 7, G1. (82) 
35.) Stgade = — l(cos). $ 7, G1.64))] 
36.) Scetgade = + (sine). [$ 7, Gl. (65.)] 
ER Ei —= |(tgx) = — (tg). [8 7, Gl. (57.) und $ 8, Gl. (27.)] 


sinz cosz 
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38.) Jen nz, [tg (3 ) = — I|cte(3 )|: [$ 7, Gl. (59)] 
2) ar ee 


[$ 7, Gl. (61.)] 
40.) Y (sinz)cosz dr = 2) FO)dt woman > S1n2 [$ 7, Gl. (65.)] 


41.) Sf (eos) ‚sinede = — D; od, wo t= cos2. [$ 7, Gl. (68.)j 
12.) Sos"Hzdz = S(1 — sin?z)* . d(sinz). [$ 7, @1.(@3)] 
43.) v sin®"+Hede = — Sl (1 — c08?r)" . d(cosz). [$ 7, @. (73.)] 


44.) /sin”z cos"+zde — /sin”z (1 — sin?e)" . disine). 
[$ 7, Gl. (77.)] 


45.) / cos"zsin"Hrde = — Seos”x(1 — co8?x)" . d(cosz). 
e [$ 7, Gl. (79.)] 
46.) free» . a = /rts x). d(tge). [$ 7, Gl. (83.)] 
47.) P Yictga) u, =; F(ctg2). d(etge). [$ 7, 61.8)] 
1) I tg2). de = - ditge). is 7, G1. 93.)] 
| Sa “ IR ER Re 
a tg en mikma ditgz). [$ 7, Gl. (94.)] 
49.) free») ee er Not ($ 7, 61. (102) 
S a PT 
a elote Se — Er Are 0 G0:2). [$ 7, Gl. (103.)) 
x da == 02, \m—1 7 { 
" de ER ? 
RIaE En me N (+ ctg’x)"—d(etgr). [$ 7, Gl. (109.)] 
52.) fr‘ URN > fe) alas) [$ 7, G1. (110.)] 
522.) /f(e) .ede = Sf (e) . d(e*). [$ 7, Gl. (111.)] 
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53.) jr fir) - se =/; Alzlaaıte), ($ 7, Gl. (112,)] 
Be Yı r d(arcsin.). 
[$ 7, Gl. (113.)] 
de 
55.) er Va = — ftarecose). d(arccos.). 
[$ 7, Gl. (114.)] 
56.) fr arcigz): - . (aretgz). d(aretgx). [$7, Gl. (115.)] 


ir) fr (arectgx) ne —_ — /r (arectg x). dlarectgz). 
an: ; [8 7, 1. (116))] 
58.) reine, c0824 1ez, clez)dz — 


ParL 1-2 % De 2dt 
N DE ENTE TR PROFILEN ER, 


wobei 
= te G): [$ 7, 61. (121.) und (126.)) 
dx 1,/zr—a ZUR N 
59.) f en IE 7 *) [$ 8, 61. (2) und $ 29, G1. (6.)] 
h PASTE EEE | 
60.) / J = —1(? u eo): 
Pan nano VB—c N EA Vic 


[$ 8, GL. (13.) und $ 29, 1. (16.)] 
\ dx & 1 ’ % =) i 
a. Je — ne — 2) m — 29 (; — #3 
[s 8, c1. ® und $ 9, G1.(12)] 


dx il 
62.) 2? + br > C tel Ser [$ 5, Gl. (17.)] 


68. dr le: da a 
x 2? + 2bx + 6? (2+5% na, 
[$ 8, Gl. (22.) und $ 29, Gl. (3a.)] 


d. 
er + 207 +) Ha Pa) . 


[$ 8, 61. (23.)] 


(Pr+Q)dze PP 
Ja+2be+4e 2 


64.) 
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" (Px + Q)dz 


65. 
>) [eRZa)e@—a) 

1 

=. „(Pa + Qle@— 2) — (Par + Qle@—2)]. 

| [$ 8, G1. (24) und $ 29, Gl. (22.)] 
66.) I a er = tgr — cigx = — 2ctg(2r). [$ 8, Gl. (26)] 
67.) Judo ud — [vdu. [$ 9, Gl. (2.)] 
68.) Y COSADE.dI = ,sinz cosz + 5 . 189, GL. (41.)] 
69.) Jsinte .U=— , sin cosz + 5 . [$ 9, Gl. (45.)] 


; 1 —1/f 
70.) ' ER E cos? —Iesinz + —— Hl CO 
[$ 9, G1. (52.)] 
F 2 1 2n —1 
2 Un l d. —= sm Ce 2n—1 2n—3r 
1.) ‚feos x.dı u |: osar ig + en CDS Ur 
(22 — 1) (2n — 3) 
2n . (2% — 2)(2n — n4 
(22 — 1) (2Rr —3)...5.3 a 
2n(2n — 2) (2n — ei 4 
(2r — 1) (2n —3). I 8% 
2n(2n — 2) (2n — Di AR 


N | CR 
12) fo = + l. dx . (89, Gl. (62) 


cos?r5r + - 


©. (89, Gl. (60.)] 


cos"x 1),c0o 12° nm —1/2C087 777 
ale —1/f. 
73.) [sSn"rz.dae = — = sin" 12C0sz + —— / INT dr 
[$ 9, GL. (74.)} 
1 Der Al ner 
m 2an d. ME 2n—1 2n—3 
a cose |, sin®—ic+ anlan >) x 
(2% en 1) (2n are 3) in?n—5 
nano 
(22 — 1) (2rn —3)...5.3 | 
7 2n(2n — 2) (2n —4).. au 


RN 
fan Non Br nn S: 2 en, 


2n(2n — 2) (2n —4).. 
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64 Na weh 1 CE 9 
site (r — 1)sin®!z ° rn — 1) sn"? Era 
2 m m—1 2 m—2,]r» 
76.) Or. ® ya: ul a2 0202.98 


Ve 2? 2 m er 


ar $ 9, @. (93.)] 
K8) aan = " Var-ad+ +5 aresin(” ): 


Der 73 
[$ 9, Gl. (96.) und (97.)] 


2n l x SETRIEER 
78.) / 2 FU —cnlartaresit &) — VYe—ı?. Gu(e), 
Ve- Sea x” 2 


wobei 
Gl) = 
A LTE (@n—1)(2n—3)... 3-2 
zu Inan—2) REIT 
„— ARD @Rr—3)...3.1 | | 
esntene- 238,.4.2 [$ 9, 1. (103.), (105.) und (108.)] 
ET HALL A Frage a? zn dx 
in jr% Tr ee U SE re) Ver 


[$ 9, Gl. (113.)] 
> ERIFRNNE NEE 2 
80.) / dx V?—.ı? = Ve—a + E arc sin 2): [$ 9, Gl. (114.)] 


81.) N zda Ya? —ı? = 5 (a — 22)V a —a”. [$ 9, GL. (115.)) 


Es Saedr La Ve—ı? 2 N — fr; dx 
2.) ee, TR (n — Kari (n—1)a? ar2V a? — au? 
[$ 9, GL. (116.)] 
m m—1 Be 2 f" „m-—2 
83.) IE RE N — Var um (m — 1)a ar Far 
Ve+ 2 a . m Ve? ..- 22 
[$ 9, Gl. (123.)] 
m m—1 N Er 2 ("m—2d,. 
83a.) erde NEN era ur EN ETN 
eo m m Ve—a’ 
[$ 9, Gl. (131.)] 


" a2de EEE Ba > 
84. en, @+2°——-lIz + Ve +2°). 
) Ve+. a 2 ( V ) 


[$ 9, Gl. (126.) und (127.)] 
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x?dx Eye > ar 
’ Be ine RE fe ER 
ul, =; Ve— a + 5 (ze + Va? —a?). 
[$ 9, Gl. (132)] 
u NEL. .m-+1 Be: a? amdr 
an rd a? +72 = % ı2 2? + ee 
) v m-+ v. : m-+2 Ve®+?r? 
[8:.9,7G1(1362) 
nr a2 z”dı 
Ve— a — u 
m-+2: m-+ 2 Vr—a: 
[$ 9, Gl. (139)] 


86.) IdeV® + = >V®+ +22 + Ea 5 @ + Ve+2). 
[S29:7CH: (137.)] 


86a.) / de VP—e =, VE—e— Ne + VR—at). 
h [$ 9, G1. (140.)] 


854.) I ed Vr— a — 


87.) zdz Va +2 = (a 2422) Va? + 22. [$ 9, G1. (138.)] 
872.) | de Vx?®— a? = 1 (22 —.a?) Var —.a?. [$ 9, Gl. (141.)] 


vVate mar (m 1a) an 2yar +2? 
[8 9, G1. (143.)] 


dx Vr—a n—2/[ dr 
Jr ye—a  M— Dar (n—1)a) „ayr— a 
[$ 9, Gl. (146.)] 
89.) Eh Fe, Ve—e)dr u F(asint, acost).acostat, 


wobei 


88.) Vo Ve+® _n—2 de 


Ver 2 Ve—a 
T 


. T 
ıni=- EEE a, wt= ae cetgt= 
[$ 10, Gl. (3.) und (4.)] 
k BEHEWENE RN > > a ): adt 
0) (tn Ve rtayde = (Flatzı Se) an 


wobei 


a a 
SInT= ui. 1 COS nt tg gi= Dig 
Vu: +7? Ve+ a 
= 10, G1. (10) und (11.)] 
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1) Ira, Varna tet) 


cost cos? t 
wobei 


Vr—.a: Vr—.a: 


5 d 
sn2= ————ı 081=-; gt= — 
T T Ü 


Fels 


[0 
V?—.a: 
[$ 10, Gl. (23.) und (2&.)} 
92.) Bilden die Coordinaten- Axen den Winkel y mit einander, 
so ist 
b 
F = siny / yde 


der Flächeninhalt der ebenen Figur 4,A5bB,, welche oben von 
der Curve AB mit der Gleichung y=f‘(z), unten von dem 
Abschnitte A,D, auf der X-Axe und links und rechts von den 
Ördinaten A,A und Z,B mit den Gleichungen z=a und 2 = 
begrenzt wird. [$ 12, Gl. (2.)] 
93.) Der Flächeninhalt einer ebenen, von zwei Curvenbögen 
y=f(e) und y’=gl) 
und von den beiden Ordinaten mit den Gleichungen 
7 a ee 
begrenzten Figur ist für rechtwinklige Coordinaten 


h b 
F=/y — y)de=/f@) —gle)ldr. 8 18, 01.6) 
94.) Der Flächeninhalt eines Seetors AOD, welcher von zwei 
beliebigen Radii vectores OA und O5 und von einer Curve mit 
der Gleichung r = f(g) begrenzt wird, ist 
3 
S=}/rdy. $ 14, GI. (6.)} 


95.) Ist die begrenzende Curve durch die Gleichungen 


2= 4), y= u) 
gegeben, so wird der Flächeninhalt des Sectors AOB 


3) (P) 
1 ay de 
(«) 


(a) 
[$ 15, Gl. (6.)} 
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96.) Das Volumen eines Rotationskörpers, welcher die X-Axe 
zur Rotations- Axe hat, ist 
% 
V=n/y'de. IS 16, 61. (10) 
2 


97.) Das Volumen eines Rotationskörpers, welcher die Y-Axe 
zur Rotations- Axe hat, ist 


Ya 
V = n/a?dy. [$ 16, @1. (11))] 


Yı 
98.) Das Volumen eines Rotationskörpers, welcher die Gerade 
z = a zur Rotations-Axe hat, ist 
Ya 
= n/(e — a)dy. [$ 16, G1. (12,)] 
Yı 


99.) Die Länge eines Curvenbogens ist bei Anwendung recht- 
winkliger Coordinaten 


%3 EEE SIIUN: Ya —— — 
R dy\? da? 
or 2 De SIE Re 
nis + dy = für Yı+(% = fay a) 
2 Yı 
dy | | 
— % ( 2) + (F): |$ 18, Gl. (4a.), (6.) und (8.)] 


oh Die Länge eines Curvenbogens ist bei Anwendung von 
Polarcoordinaten 


Ss - (Var + r?dg? fa ya)tr a] +(7) 


eg 20, G1. (3.), (4.) und (7.)] 
101.) Die Oberfläche eines Rotationskörpers, welcher die X-Axe 
zur Rotations- Axe hat, ist 


DE Orr /yds [$ 22, Gl. (4)] 


102.) Die Oberfläche eines Rotationskörpers, welcher die Y-Axe 
zur Rotations- Axe hat, ist 


Ya 
0 = an f.rds. [$ 22, 61. Ö.)] 
Yı 
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103.) Die Länge des Bogens einer Raumcurve ist 


-fayG + (+) -[ey+(@) + eh 
| IS 4, ©. (7) und @))] 
a ae 


wenn in 


104.) 


Fe) =R@— a) @— db). (@—A)@—)) 
die Wurzeln a, d,...%4, 2 sämmtlich von einander verschieden 
sind, und wenn der Grad von g(z) niedriger ist als der von 
J (x). . Dabei -ist 
ea) 3_9, _ Pk) p(), 
TON OR oe 
Am ’einfachsten findet man die Zähler A, D,...XK, L der 
Partialbrüche, mdem man in der Gleichung 


ROM RO ON 


ya) = Ein 7 


der Reihe a EN El setzt; 
Ist 
b=g9g+u, c=49—-hM, 
und sind die Coefficienten in g(z) und f(z) sämmtlich reell, so 


wird 
Bb A DER Pre Q 
ea Dr 
[$ 27, 61. (3.), (4), (15.), (16.), (18.), (18a.) und (80.)] 


pl) _ Ar As Rz BA 
IE Tone er 
B, B; B3 
Ver ra u  een; 
En ER ce: r une > Nee Bu 2 . 
1 2 Br 
a ee 
wenn in 


F(&) = (e — a)t (x — 5b... (a — I} 
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die Wurzeln a, d,.../ sämmtlich von einander verschieden sind: 

und wenn der Grad von g(z) niedriger ist als der von f(z). Ist 
b=g+Mh, c=g9— iM, | 

und sind die Coefficienten von f(x) und %(x) sämmtlich reell, 

so wird # gleich 7, und man kann setzen 


are) re 
NE = + ya ul Ann = Er mi 
et reger 
[$ 28, GL. (11.) und. (36.)] 
106.) Er er e WE) Fe a’ wenn 2 >1.[$ 29, Gl. (3.)] 


Pe 
107.) vr (e— nn Ar RIEN A arctg (Gr 2): (Vergl. Formel Nr. 62 d. T.) 
[$ 30, Gl. (4.) und (7.)] 


1. 1a 
108. Ye er FR ln + op’ wobei 2 — g = At. 


[$ 30, 61.8] | 


( z N — : dt 
I ee — 
HN (+ ER T2R—2)ı FE 73) a ro 


[$ 30, 61, (12) 
1090) (ey = feos">2dz, 


wobei 
COS e sin sin2 C0Sz i 
se SILa Zei ee ee 5 $) 
yırt Yı+t 1+2 
tg = 402 röter '$ 30, Gl. (13.), (15.) und (16.)} 
(Pr+ Q)dz EN RL a Q nel 
110.) een - 1 (2— 9)?+A?]-+ arcte(” 7, 2). 


[$ 51, a (3.)] 


ne 
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uf a (Pet de DER ni 
[= — 9)? + A" (2r — 2) — g)’+ AT 
Pg+ßQ dt 
wobei 
2 g—At, und. week [$ 31, Gl. (7.)] 
m p zm xp 


112.) /f(z, x", x’, ..Jde=/f(r, 1", 1°,.. ut 1dt, 
wobei x das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen z, 
NA sIst: [$ 34, G. (8.)] 


BEN rar = RR 
113) /f|z, Mer 3} E .. |de 
Ye N, (4b — Ba)dy 

fr (2 Im’ y" . y® ) BE gr, [$ 34, Gl. (11.)] 


114.) fi Fe, VAR + 2Bz O)de = Pe ‚Vy= A), 


wobei 


— 77 27, Ve a=YVArR+2Bi+l, te= en ? 
($ 36, GL. (1.), (8.), (&), (5.) und (6.)] 


115.) Ft VAr? + 2Bx + O)dz 


ee yy- A-B za) I 
fr( ? ‚, V+a Y Var 


wobei 
— V®—y = YAr: + >.Bz en 
aA Am Ag 
RE NH 
| [$ 36, GL (7.) bis (12.)] 
116 Ws (7, ya +2Br+0), 
VAr+2Be+C VA 


oder 


Kiepert, Integral- Rechnung. 38 
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EB 2 2 —— arcesin 
V4Ar2+2Bxz+0C 7 VB? — 


dt +) 


1 . ( Ar -+B ) 
= —— AICSIN I — ——————— } » 
Ver VB? — 40 
I$ 37, Gl. (1.) und (4a.)] 
117.) fd& V Ar®+2Bx +(l 


ae Ba 
— al VA 


E= 


VA +2Bz +0 


B?, /A B BEEBBEBA 
ae, ie + VAR +2Be+C), 


oder 


füe y 42? +2Bze+C0= V 42? +2Bz:+( 


1 — Ar +DB 
DV -A ve 
AU — BR? ; Ar +B —) 
FF —e a rare Sun 
Past NT, 
($ 37, 1. (9.) und (13.)] 


118. rt Vr+ e)de - he ) ee. 


wobei 


t=x2+Va?4a2. [8 38, G.(5.) und (1) 
119) [Fie, VAz’ + 2B2 + O)dr 


—C  BYA+2Bi+CYA\ (?V A+2Bt+CY Aydı 
21V A+B) 2(tYA+B) ) 2((YA + B)? | 

wobei 
t=zVA+Y4Ar+2Be +0. [$ 38, Gl. (10.) und (11.)] 


120.) Ha ee -r( Lin N). Zar 


es (?=F1) 
wobei 
a+Va?+ 2? 


HA 


= [$ 39, Gl. (5.) und (1.)] 
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121.) / F(x, VAR + 2Bz + O)dz — 


r 2ttYC+HB) 2EVC+2Bt-+AVC —ARYC+2Bt+ AV O)dt 
Ge Fo 
wobei 


2 —( VC+YVAr+2Be+0). [$ 39, G1. (11.) und (12.)] 


— / F(z, Ver + B)lyz + ö))dx 
= ji e —d (fr — ) (fr — aö)tdt 


Y— u” y — al? (7 — at?)? 
wobei 
eh dh [$ 40, G1, (9) und (10) 
a2 +5 
1 
BE 9] {gr ig — fer de. [$ 43, Gl. (5.)] 
sin”—izcos"tiz m—Ll/. 

24.) [sın" Hi u el Le BE m—2 nedr. 
124.) [sin”zcos"xdx SE +7 fein x c08”2dx 
[$ 48, 61. (6.)] 

125.) f code — —  costtir n—m+2 (cos"zdx 

Zr sinne”  (m—1)smriz m—1 sin 22 


[$s #3, 61. (7) 


126.) feigrede en > i tg” Ir — -fotg"22de. [$ 43, Gl. (11.)] 


; sin"+izcos®” iz  n—L/f. 
127.) [sin”z cos"zdz = = m sIn"z cos" —rdx. 
m+n mn 
[$ 43, Gl. (12.)] 
Sin”zdt sin"ti1g m—n-+ 2 (sSin"zdr 
128.) Ber 
cosz  (n— 1)cos""!x n—1 cos"—2z 
[$ 43, Gl. (13.)] 


129.) stem = — sinn) + er — —— ; sinn — 2)9 + 


wre DB , sin®n — 49 + +, Ei sin(2yp) + \ "r- 


$ 44, GL. (2.)] 
= 
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130.) zent [eos tigdg = — sin(22 + 1) 


a n+1 
2 1 2 h 
ib GB Argl sn sin(2r —1)y+ "+ (5 ne > sin(3g) 


2 A 
+”, dir ")2sing. [$ 44, G1. 6))] 
131.) BT: sin?’"pdyp — sine) — ar BEER „ sin(2n —2)p 


24 . . 
Y ( ek u a ar," )sn2) 
2 
Ey. Yr( )e- [$ 44, Gl. (8))] 


© —_ 1\292r+1/a1n?2r-H1 SUR Be 
132.) (—1)"2 n pdp 57 1 — c0s(2n + 9 


2r +1 2 


2n Kar 1\2 2n-+1 
Ev ( R )2 COS@. 
[$ 44, Gl. (11.)] 


[$ 44, GL. (22.)] 


+ (— 1)", cos(3yp) + (—1)*+! 


acos(bx) + dsin(dz) 
a? + b? 

asin(dx) — bccos(bz) 
a? + b? 


135.) I F(@)de = lim 9% Fade = lim f(b) — flo). 18 8, ©. &)] 


133.) e*cos(bz)dx = el. 


134.) Je*sin(bz)dx — e* - 


[$ 44, G1. (23.)] 


b b 
136. /f'@)de= lim Sf'e)de =f(b) — lim f(a). 
an Be i [8 45, GL. @))] 
137.) Ist fd) = + ©, f‘(x) aber stetig für a>x2<b, so ist 
b b—ß 
JS (dr = lim IF (e)da = imf@— AfL) 18 45, GL. @] 
138.) Ist f‘(a)= + oo, f‘(x) aber stetig für a«<z =D, so ist 


b b 
IF (@)de = lim Sf (z)dx = f (b) — lim Fla + 0) 028 GL 
@ N) at = ö 
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139.) It f()J)= ©, f(b)=-%, f'(e) aber stetig für 
a<xz<b, so ist 


b b—8 
SF &)dz = lim Sf («)dz = lim f(d — P) — lim f(a + 0). 
2 e=0 ara B=0 G= 
3 | [8 46, 1. (7) 
140.) Ist f()= +9, f‘(x) aber stetig für «Sr<e und 
eb, SOrıst 

c—Y b 


Sf'(a)dz = lim Sf(e)dx + lim % a)dz 
a y=0 a =0 c+ 


= (0) fa) + im fe—y) im f(c+ 0) 
I 3 [$ 47, Gl. (1) 
141.) fole .h(z)dz = gla + Ob — of ade 


a 


wenn 4(z) in dem Intervalle von a bis 5 das Vorzeichen nicht 


wechselt. [$ 49, Gl. (12.) und (12a.)] 
1412.) /g(2) .h(2)dz = g(®x) / h(a)de. [$ 49, G1. (13.)] 
0 0 
b 
142.) JR gle)dz = (db — a)gla + O(d — a)]. [$ 49, Gl. (15.)] 


143.) Ist für alle Werthe von x zwischen a und d 
FSed)=wtutwtwu+t a 

eine gleichmässig convergente Reihe, deren Glieder “, %ı, 

%y,... In dem betrachteten Intervalle stetige Functionen von 

x sind, so ist auch 


b b b 
Sud + Jude + Sud Abb en 
eine gleichmässig convergente Reihe, deren Summe gleich 
b 
Fb) —F (a) = SF (e)dr 


ist. Dabei darf man noch die obere Grenze mit x bezeichnen. 
[$ 51, Gl. (3.) bis (6.)] 
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u caker x 
uf, Vi. ; nE a) 3 P> Jaresin 


— V1— a2? =; En RORLER 


wobei 
1.3.5...(2%” —1) 
DAR 2) 


h Re 
ons (2n) (2r—2) a (On)(an-22) Ar 


1 zaan—1 1 203 
ale ar, 2) 


5 [$ 52, GI. 2. ), (7.) und (8. ] 
1 
dx 
Na Sa c2kn 
1) E alter) 


1 +G)® +5 + . SLzza 


$ 52, Gl. (9.) und (10.)] 


735 
146.) en in 2=(1— x un: 
0 


Can — 


Sr al 


Have 5% en — Gula). [$ 52, Gl. (13.)] 
1 N — 


N= 


— 27? — 2 „,2n 
147) E= Vuzre, —. lie a 
yı — 1? ni 2n—1 


1 1 
——— -(i =— Ch? a 3 Cok* — 5 32 48 NS '): 
[$ 52, Gl, (1da.)] 


© p 
dt dp 
148.) F(k -/. ——————— =/. 
I ; V(1—.22) (1— 4222) : Vı-— sinesin’p 


— 19 — 7 Sin (29) + > sin(4p) — n sin(6y) + —:*', 


wobei > 
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: : 28 u 1-- VI 
z=smg, rare, e=t,(5)= —,—, 


ao= Ai Eu &) > Be a — (1 + &?) = CnCn-i» Erhalt ee 


N=OO 


LH) Din, 
n=0 


2 — sn 1+: 
oder, wenn man = = ae mit {’ bezeichnet, 
sın““ 2€E 
(2n — 1)au = 4n — 1)au_ı5 — (2n — 3)a.-2. 
[$ 52, Gl. (31.), (33.), (86.), (37.), (88.), (40.), (44.) und (48.)] 


BER Y) 
149.) E(4,9) = E FT da Nie dp 


k2 f Ä 
= bp + ,[#: sin(2p) — Basin(4p) + Bssin(6p) — + | 
wobei 
20 == (2 Ser A?)ay — Ba AB, = 4, — @, 16B; = dı —d3, 


36B = m — a,...(2n)”B, = mi — ur. 
[$ 52, GL. (34.), (61.), (65.) und (67.)] 


cy 
ur NS dp __ dom 
1502. 1.— F(h, -)= pr ng =75..85% 61. (68) 


2 
151.) E= Eh, 3) = fdsVi—sinasintg = 
0 , 
TU 
— 4 (2 man A?)Qo ee, h2aı]. [$ 52, Gl. (69.)] 


b 


152.) d[f‘a)dz = — f'(a)da + f'b)ab. Is 53, c1. @)] 


b b 
153.) I te nn f ee aa is 53, GL. @&)] 
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b 


RR da db 
154.) zn, dar = — 9a). + 90,0: 7, 


b 
0) 
ir f a de. [$ 53, Gl. (10.)] 
(2”—1)(2n—3)...5.3.1 
2n(2n —2)...6.4.2 
[$ 54, Gl. (3.) und (5.)] 


2 
155.) Jcos" dx = Jsinttzdr = 
ö 


7t 


vw|a 


2n(2n —2)...4.2 
(22 I) on) re 
[$ 54, G1. (19) und (%0.)] 
a a 
1 


1554.) feos+edz —u FE 


u 0 —e — ee — ee — 0 0 oe 


[Formel von Wallis, $ 54, Gl. (33.)] 


157.) de 1:82:02) 
APR)" 72.54,6. on ana 
0 


[$ 55, Gl. (6a.)] 


oo 

! 

158.) fe erde [$ 55, 1. (12) 
0 


159.) In jeder trigonometrischen Reihe 
So) =, + > [a„cos(nz) + d,sin(nz)], 
n=1 


welche in dem Intervalle von 0 bis 27r gleichmässig convergent 
ist, haben die Coefficienten a„ und d„ die Werthe 


= = Jr (z)cos(nz)dz, dm — = /r (z) sin(nx)de. 


[$ 56, Gl. (22.)] 
160.) Der Flächeninhalt einer ebenen Figur, welche oben (oder 
unten) begrenzt ist durch die Curve y=f’(z), unten (oder 
oben) durch die X-Axe, links und rechts durch die Ordinaten 
z=a und x= b, ist nüherungsweise 
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b 
; h 
F=/f'(oyde = 5 (yo + 2yı + ya + + 2yn-ı + 3m) 


Be 2 [Fa +2f(a+h)+2f(a+2%) + +2f(—R) +f')], 


wobei 

„h=b—a, yo=f'(a), y=f(a+h),...Yn=f'(b—h), yn=f’(b) 
ist. [$ 58, Gl. (4.) und (6.)] 
161.) Der Flächeninhalt der in Formel Nr. 160 beschriebenen 
Figur ist näherungsweise 


F=Jf (ode = 2 fa +) +fa+ 3) + +f'6 —h)] 


= 2hlyı +Yy+°-- + Yan-ı), 
wobei aber 
2nh =b—a, ı =f'(a+h), y=f'(a + 3h), ... yan-ı = f'(b—h) 
ist. [$ 58, Gl. (11.)] 
162.) Der Flächeninhalt der in Formel Nr. 160 beschriebenen 
Figur ist näherungsweise 


b 
h 
F=/f(e)de =; |F@+4/‘(a+Ah)+2f'(a+ 2A) + 4f‘(a+3h) 
+2f(a+4h) ++ 2f'(b— 2h) +4f(b —h)+F‘B)], 
h 
vr (yo + Ayı +2ya +4y3 +2ya + + yon + dyn-ı + Yan), 
wobei 
2nhh=b—a y=f‘a), ı=f(la+h), pa =f'(a + 24h)... 
Yy=f(a+ 3h),... Yn-ı=f'(b — Ah), Yan =f'(b) 


ist. (Simpson’sche Regel.) [$ 59, Gl. (10.) und (11.)] 


163.) Der Flächeninhalt der in Formel Nr. 160 beschriebenen 
Figur ist näherungsweise 


b 
h 
F=/f(e)de = 7. [(Tyo + 82yı + 1292 + 32yı +79) 


Be + 32y5 + ns + a I 2 
Er 
A lTYyın ır a zn Hadan ac , + Tyan), 
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wobei 

4anh=b—a, y=fla, yı=f\a+h, y=f'a+ 2h), 
= f'a+3h),..- Yan —h), Yan=f'(b) 

ist. [$ 59, G1. (28.)] 

164.) Der Flächeninhalt der in Formel Nr. 160 beschriebenen 

Figur ist nüherungsweise 


Pf ode = (a4, V2r)+F (a ln 
+f(@ Bin. ne, 1) 


ler Tee 
+ E 
+7.(0- EIZzam Al ez } 


O2nh=b—.a. [$ 61, G1. (15.)) 
165.) Der Flächeninhalt der in Formel Nr. 160 beschriebenen 
Figur ist näherungsweise 
F= hellyıı + Yyı2) + (yı + Ya2) ++ (ynı + Yn,2)] 


+ he |yı, 3 er Yı,4) =t (Ya,3 25 Y3,4) aan (Yn,3 Ar Yn,4)], 
wobei 


wobei 


Ymı=f'[a + (4m —2 — w)h], 
Ym. =f'\a + (4m —2+ oh], 
Yn,s=f'la + (dm — 2 — P)h], 
Yma=f\a+ (4m —2+ $)h], 


a -(@—0,4y30), P= 8 + 0, 430), 


ni —4) _ 
GT —uhes 1530, 
2ER ZANE 1 


a ) TE 


Anh=b— a. [$ 61, GL, (80.) bis (35.)] 
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166.) Das Volumen eines Körpers ist 
V=/Fia)de, 


wobei F(z) der Flächeninhalt eines Schnittes, senkrecht zur 
X-Axe, im Abstande x von der YZ-Ebene ist. 
[$ 62, Gl. (9.)] 
167.) Ist der Körper oben begrenzt durch die Fläche 
= gl, y), 
unten durch die Fläche 


2: =: h(x, Y); 
vorn und rückwärts durch die Cylinder 
Ya yp2), Ya Ye), 
links und rechts durch die Ebenen 
DI Ua, 
so ist das Volumen 


% %ı We) 
V=safi (2 — 2')Jdy lt, (x, y)ay, 

2 21 piT 

wobei 
SF, y) =! — 2" = gla, y) — ha, y) 

ist. [$ 64, Gl. (10.)] 

b d a b 
168.) JdeJf @, dy =Sdy IF @ wde, 


wenn die Integrationsgrenzen a und db,‘ ce und d constant sind. 
[$ 65, GL. (15.)] 


b le) ß h(u) 
169. / /re y)dedy = 2. ne y)‘ (- = a dv, 
a Y(e) a g(u) 
wobei 
«= fılu vo), y=fıla v) 
ist. [$ 66, Gl. @.) und (14.)] 


b la) Php) 


170.) I Ste, y)dady —/ Sf(rcosg, rsinp).rdopdr. 
a 9(2) @ 9(y) [$ 66, Gl. (19.)] 
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oo 


171.) fer —4Vyn, [$ 66, Gl. (38,)] 
0 
172.) Der Sn nee einer krummen Oberfläche ist 


a or) 


[$ 67, G1. (13.)] 
173.) Der Flächeninhalt einer krummen Oberfläche ist 


0 =fJazay 1 +(5;) )+(3) = +/faudo YA+ BC, 


wobei 
2 = fılu, v), y=fılu, v), z=fslu, v), 

1 9% 99 % 

du u bo Öu’ 

02 02 0x Öx 

Mu du’ 
au _® Y. 

ou Ov Ov Ou 


[$ 69, Gl. (4.), (8.) und (11.)] 
174.) Führt man räumliche Polarcoordinaten durch die Gleichungen 
zZ=rC08SAC08SY, Yy=rcos/ising, z=rsini 

ein, so wird 


Oi Ni (fr Vr ab (| Cosi + (2) didy. 
[$ “0, Gl. (1.) und (5.)] 
175.) du = M(z, y)dxz + N(x, y)dy 
ist ein vollständiges Differential, wenn 
OM(z, y) _ 0N(z, y) 
ya 


ist. Man erhält dann 


u +N8-5)@ +C, wobei v = /m(e y)dx. 
[8 71, @. (4a.), (15.) und (16.)] 


De ee ee 
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176.) du = F(z, y, z)dz + Ge, Y, 2)dy 2, H(z, Y; z)dz 


ist ein vollständiges Differential, wenn 


CHR :0G OH 
oy odennor. d2 Oy 
ist. Man erhält dann 
u=otw+ (H-5 5 dz +0, 


o= fie, w= (6 5, )ay. 


[$ 73, Gl. (4a.), (8.), (17.), (22.) und (23.)] 
177.) Die Differential -Gleichung erster Ordnung 


wobei 


dy 
dt or pz, 2) 


kann integrirt werden durch die Reihe 
Yy a) —f (a) + 2 a) Fe 2 (x ae a)? an, 


wobei (a) = 5 eine ganz beliebige Grösse ist. Die Coefficienten 
findet man für = «a aus den Gleichungen 


a: 
n Opdy 
f (2) = 22 ae dy EEAGE Yp (2 Yy), 
Op‘ dy 


He % + oy le y) 


es wird also 


Fa) = Yla, 5), F"(a) = Ya, db), Fa) = Ya, b),.. 


[$ 76, G1. (17.) bis (22.)] 
178.) Die simultanen Differential - ee erster Ordnung 


dy _ 
VE: p(z, Y, 2), = —E = ur, Yy,? z) 
können integrirt werden durch die Reihen 


vs + ed Het 


= 92) =) + a4 IN kart ., 
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wobei (a) = b und g(a) = e ganz beliebige Grössen sind. Die 
Coefficienten findet man für 2=a, y=b, z=c aus den Glei- 
chungen 
Fa) = Yla, y, 2), 
# Op , Opdy Ogdz 
I a. THE) 


IN dy  Ogp'dz $ 
Fe) = teten 


g‘(2) = ah Y; ” 
" Ov Owdy ur aa 
g (x) = Or ir öy dx + Öz dx u (2, Y, 2), 


ee Ö Ow'd ER dz N 
Ge) E T oy ee O2 de ae Yu), 


es wird also 
Fa) = play, b, ec), F(a) = ya, de), Fa) = pa b, 0), .- 
9‘(a) = la, b,c), g"(a) = W'(a,b,c), ga) = Ya, b,c),... 
| [$ 76, G1. (31.), (87.) bis (46.)] 
179.) Die m simultanen Differential-Gleichungen erster Ordnung 
a = Yıl@; Yı, Yar ++» Ym)ı 


dys 
= = plz; Yı, Y%---» Ym), 
dym 

zn = Pm(&} Yı, Y25 - - - Ym) 


können integrirt werden durch die Reihen 
= 2) = fa) +) ea) +) ar + 


wo @e=1,2,...m zu Setzen ist, und wo 


Fıla) = bi, Fla) = b3, ve) — Om 


noch ganz beliebige Grössen sind. Dabei ist 
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Se'®) = Yalz; Yı, ya - - - Ym), 
Opa Opa dyı Opa dys Opa dym 
uf) — rn en 42 1 2,5, ; 
Je") O2 roynder..OY de # OYym dx 
= p'lX; Yı, Yo +» - Ym), 
uu ra Op’ Opa dyı Op'a dya Opa dym 
Je = Or = Oyı de F Oysa de au + OYym dx 
== plz; Yı,Yy2,..».- Ym), 


also 
EL N: 
area ta3ab, 09,0): 
TON tar Dis Dissen, 


[$ 76, G1. (53.) bis (59.)] 
180.) Die Differential- Gleichung m*®" Ordnung 
d”y u dy d?y dmiy 
de" (2, I de’ de’ dan 
kann integrirt werden durch die Reihe 


y=fe) fo) + Ma) +:--, 


1E 2! 


wobei 
f@)=b, fa) = bı,...fr%a) = bu-. 
ganz beliebige Grössen sind. Die höheren Ableitungen findet 
man aus den Gleichungen 
NE Glas, ea, 
S"FNa) = p'la; b,bi,.. . öm-ı), 


[$ 76, Gl. (63.) bis (68.)] 
181.) Sind M(z,y) = XıYı, Ne,y)=X:Y,, wo X, und X; 
Functionen der einzigen Veränderlichen z, Yı und Y, Functionen 
der einzigen Veränderlichen y sind, so kann die Differential- 
Gleichung erster Ordnung 
M(z, yJdz + N(x, y)Jdy = 0 
durch Trennung der Variabeln auf die Form \ 
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Xı 
> 
gebracht und ohne Weiteres integrirt werden. 
[$ 78, Gl. (2a.) bis (7.)] 
182.) Sind M(z,y) und N(z, y) homogene Functionen mie" 
Grades, so führt die Substitution y= zz, oder <= yz in der 
Differential - Gleichung 
M(z, y)de + Ne, y)dy = 0 
zur Trennung der Variabeln. 


dx + dy=0 


[$ 79, Gl. (1.) bis (9.)] 
183.) Die lineare Difierential-Gleichung erster Ordnung 


Y4y So) = 9@) 

wird integrirt 

a) nach Bernoulli, indem man y= uz Setzt und u so be- 
stimmt, dass in der dadurch sich ergebenden Differential - Glei- 
chung B Factor von z verschwindet; 

b) nach Zagrange durch on der Constanten , indem 
man bei dem Integral der linearen, homogenen Differential-Glei- 
chung 


dy 
2 +y.f@)=0 
die Integrations-Constante als eine Function von z betrachtet; 


c) durch den integrirenden Factor 


| (le) y> „ande 


Durch jede dieser drei Methoden findet man 


ee | Ir) N c| 


[$ 81, Gl. (9,), (37.) und (70.)] 
184.) Ebenso kann man die Differential- Gleichung 


Yry.So)=yt.4@) 


integriren, indem man y = uz setzt und « so bestimmt, dass in 
der sich daraus ergebenden Differential-Gleichung der Factor 
von z verschwindet. - [$ 82, Gl. (1.) bis (12.)] 
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185.) Die Function » heisst ein ntegrirender Factor der Difte- 
rential- Gleichung 

Mdx + Ndy=0, 
wenn v(Mdx + Ndy) ein vollständiges Differential ist. Die 
nothwendige und hinreichende Bedingung dafür ist 


Ov OR ON 0OM 
/ ER +4 N BEN, Be _ a 
ae. 0 er =; 
[$ 8, Gl. (1.)] 
186.) Ist N Se 7 .- eine Funetion der. einzigen Veränder- 
lichen x, so ist der Ererritende Factor 


-/(&-° om = 


gleichfalls eine ae on der einzigen ee 1° 
[$ 85, Gl. (4.)] 


ONEIBONNER Me 
eine Function der einzigen Veränder- 


5 [0,0 Oy 
lichen %, so ist der integrirende Factor 


187.) Ist 


ÖN _ on) ay 


28 0x oy u 


gleichfalls eine Function der einzigen Veränderlichen y. 
[$ 85, Gl. (14.)] 
1 ON 0OM\ . a OR 
zM—yN \ö6z Öy eine Kunction der einzigen 


Veränderlichen z= xy, so ist der integrirende Factor 


NZ DER OHM dz 
v— EN dy x M—yN 


188.) Ist 


gleichfalls eine Function der einzigen Veränderlichen z. 
[$ 8, Gl. (25.)] 


2 
e EN IH eine Function der einzigen 


zM-+ yN \ 0x Oy 


189.) Ist 


Veränderlichen z2—= 7, so ist der integrirende Factor 
x D 


N CHAR - a2dz 
ve (> w.u--yN 


gleichfalls eine Function der einzigen Veränderlichen z. 
[$ 85, GL. (39.)] 
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90.) Ist : 2 Sr) eine Function der einzie 
190.) Is yM TEN ey zigen 


Veränderlichen z = x? + y?, so ist der ER Factor 


Mur -° 5 ER, van) 


gleichfalls eine Function der einzigen Veränderlichen z. 
[$ 85, G1. (52.)] 


VDIZERE: 


l R en 
191.) Bezeichnet mar Z der Kürze wegen mit p, so wird die 


Integration der Differential- Gleichung 
2=g(p) 
durch die Ermittelung von 


y=/g'(p).pdp + C 


ausgeführt. |$ 57, Gl. (2.) und (5.)] 
192.) Die Integration der Differential -Gleichung 

y=yY(p) 
wird durch die Ermittelung von 

- fer; 
p 

ausgeführt. [$ 87, Gl. (15.) und (18.)] 
193.) Die Integration der Differential - Gleichung 

z=f (; p ) 


wird auf die Integration der Differential- Gleichung 


Im20% Of 

= — — )\dy— —- do=0 
G Dan 

zurückgeführt. [$ 87, Gl. (29.) und (30.)] 


194.) Die Integration der Differential - Gleichung 
y=f(® pP) 

wird auf die Integration der Differential-Gleichung 

of of 

er )e=0 
zurückgeführt. [$ 87, Gl. (40.) und (41.)] 
194a.) So kann man z. B. die Differential - Gleichung 

y=z.f(p)+y(») 
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auf die Integration der ZAnearen Differential- Gleichung erster 
. Ordnung 
u di 4 4 

[p len: S(p)=y(») 
zurückführen. [$ 87, Gl. (43.) und (45.)] 
195.) Aus der allgemeinen Lösung 

G(2,y,0)=0 

einer Differential-Gleichung findet man die singuläre durch 
Elimination von C' aus den beiden Gleichungen 


0G(z, RO, 
PIOTE IE 


GR OR rund 
[$ 88, Gl. (3.) und (6.)] 
196.) Die Ditterential-Gleichung der isogonalen Trajectorien, 
welche die sämmtlichen Curven der Curvenschaar 
F (z, y,u)— 0 
unter dem constanten Winkel 9 schneiden, findet man durch 
Elimination von « aus den Gleichungen 
2 62 Y, u) —=0 
und 
(Fıc0s4 — Fsin I)dz + (Fsin$ + F2c0sI)dy = 0. 
[$ %, Gl. (L) und (8.)] 
197.) Die Difterential- Gleichung der orthogonalen Trajectorien, 
welche die sämmtlichen Curven der Curvenschaar 
IA (@ ‚Yı u) =) 
unter rechtem Winkel schneiden, findet man durch Elimination 
von « aus den Gleichungen 
F&,yu=0 und — Rde+ Fay=0. 
[$ 90, G1. (11.)] 
198.) Die orthogonalen Trajectorien der Curvenschaar 
Fa, y, u) =f(@) + gay) -u=0 
genügen der Differential - Gleichung 
N $ 91, Gl. (55.) und (57 
Fa) g‘(y) S ’ . (85.) un (d .)) 
ı | 39* 
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199.) Die orthogonalen Trajectorien der Curvenschaar 
Fe).gy)=u 
genügen der Differential -Gleichung 
Fio)dr _ gy)dy. 
Fe) IWW 


[$ 91, Gl. (67.) und (70.)] 
200.) Die orthogonalen Trajectorien der Curvenschaar 
rap) N 
genügen einer Differential-Gleichung, die man durch Elimination 
von « aus den Gleichungen 


OF OF dp 
. BEE m At ev I 
Fir, 9, u —=0 umd UL IHE Ve 0 
findet. [$ 91, G1. (75.) und (83,)] 


201.) Die orthogonalen Trajectorien der Curvenschaar 
Fr, 9, W=f() + gg) —u=0 
genügen der Differential-Gleichung 
dr _ dp 
”.fr) Ip) 
202.) Die orthogonalen Trajectorien der Curvenschaar 
Fr). gap) = u 
genügen der Differential - Gleichung 
Fo)dr _ap)dp | 
TIEF ÄD) 
[$ 91, Gl. (104.) und (105a.)] 
203.) Das allgemeine Integral der Differential-Gleichung mtr 
Ordnung 


[$ 91, Gl. (101.) und (103a.)] 


d"y ER 
an) 


kann auf die Form 
1 5 C zm— 05 2m? 
Ay er / _.»\m—1 z Ge ea nn Sr 
ya je uote 
= Umsik 
r ze - 1 ! + (43 


. gebracht werden. [$ 93, Gl. (1.) und (33.)] 
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204.) Das Be. Integral der Differential- Gleichung 


= = 15 ‚ oder g=f(p) 
findet man durch Elimination von p aus den Gleichungen 
pdp 
+ (2. 
Fi») 
Ts 94, Gl. (1.), 8.) und (5.)] 
205.) Das allgemeine Integral der Differential- Gleichung 
d d? 
el E ‚ oder p = Y(g) 


Be a. 
Re) 


+ C, und Y— 


findet man durch Elimination von g aus den Gleichungen 
ee 2 _ ne tl ae fer Bee 


[$ 94, Gl. (23.) und (26.)] 


206.) Das allgemeine Integral der Differential- Gleichung 


GEN 
ER = f(y) 


ist 


(038 


=T dy | A 
h yo + 2/f(y)dy 


207.) Die Differential - Gleichung 


1593, Gl>lE)ungeee)] 


I 
N WE 
hat die Lösung 


Ar: es ten ro, «, [$ 95, Gl. (8.) und (18.)] 
208.) Die Differential - Gleichung 


hat die Lösung 


y— Asin . + Bcos(',) 
a da 


[$ 95, Gl. (19.) und (26.)] 
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209.) Das allgemeine Integral der Differential - Gleichung 
d? dn—2 
ra wo = 
findet man, ai man die ee 


—_—— +6 
fe + a 
nach « auflöst und das in Formel Nr. 203 angegebene Ver- 
fahren anwendet. 18%, Gl. (29.), (83.) und (34.)} 
210.) Die Differential-Gleichung 


Rn n-+1 m 
Ha a 


den’ der +1 dr” 
reducirt sich auf die Form 


du du am) 
F(z, U, En er 0, 


dr f j - 
J mit « bezeichnet. [$: 96,.GL. (1) bissa)j 


0% 
211.) Die Ordnung der Differential-Gleichung 


LEN 
E(y, 7 de’ de 4 )= \ 
dy 


wird um eine Einheit erniedrigt, wenn man A setzt und 


y zur unabhängigen Veränderlichen macht. [$ 96, 1. (10.) bis (13.)] 
212.) Die Ordnung der Differential-Gleichung 


2 Ey d"y 


wird um eine Einheit En igt, wenn die Gleichung in Bezug 
dy d’y dry 
de’ da?" den 
durch die Gleichung 


wenn man 


homogen ist, Indem man 


auf die Grössen y, 


dy 
Ba 2 


« als abhängige Veränderliche einführt. [$ 96, Gl. (76.) bis (81.)] 


213.) Das allgemeine Integral der homogenen linearen Diffe- 
rential- Gleichung 
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N El 2 SE Ah 
in a die Coefficienten fi, fa, - - - fm constante Grössen sind, 
ist 
y=(ı.e? + 0y.e7 4... On.e'm”, 
wobei 71, 72,.. 7, die Wurzeln der Gleichung 
F(u) = ur + fiuri + four? +. + fm-ıU + m = 0 
sind, vorausgesetzt, dass 71, ?%,...7„ sämmtlich von einander 
verschieden sind. [$ 98, G1. (1.), (15.) und (17.)] 
214.) Ist 
n=a+b, n=a—bı, 
so kann man CL. e® + (5. e"* ersetzen durch 
e«=[ Acos(bz) + Bsin (bx)]. 
[$ 98, Gl. (26.) bis (98.)] 
215.) Sind unter den Wurzeln rı, 72,... 27m der Gleichung 
_F(w)=0 gleiche vorhanden, ist z.B. 
le a 1 ee 1 
so giebt Formel Nr. 213 nicht mehr das allgemeine Integral; 
dieses hat in diesem Falle vielmehr die Form 
y=(Cı +02 + 032? +... + Ca Ner? + Oarı . at? + 
+ On. etm®. 

[$ 98, GL (44.), (51.) und (61.)] 
216.) Das allgemeine Integral der nicht homogenen linearen 
Differential - Gleichung: 

Du m 1y 
Zn ++ Hm + = le) 

ist, wenn die Wurzeln der Gleichung F(x) =0 sämmtlich von 
einander verschieden sind, 


erı® 
uk IB CH us TE Re 


er m? 


++ [On + SO wall [$ 99, Gl. (1.) und (23.)] 


217.) Ist y, ein particuläres Integral der homogenen Differential- 
Gleichung 
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d 
= I fi Be "Air + Im-ı(®) Tale) > Y Sr 0, 
so lässt sich die »echt ER Ditferential- Gleichung 
d”"y dı 
dem + file 2)“ en ale + Im-ı(®) % + fm) nn p(z) 


durch die Substitution 
} As d Y 
EN Judz Ft oder vw = dr ” 


auf eine nicht homogene Difterential- Gleichung (m — 1)! Ord- 
nung von der Form 


dm— 14 dr— 24 
Mg dam- 1 + gı( 2) 7m m—2 Az + Im-ı2).u= pa) 
zurückführen. | [$ 99, Gl. (86.) bis (43.)] 
218.) Sind » particuläre Integrale yı, %2, ...y„ der homogenen 
Differential- Gleichung 


a BE = 
da” + fıl® ANSLALN dam-1 1 2 + fm) . Y =0 
bekannt, so lässt sich die »dcht homogene Differential- Gleichung 
I 4 Se) I + + Fmla) -y = ya) 
da" ar 
auf eine andere nicht homogene Differential-Gleichung (m — n)!e* 
Ber von der Form 


dm -n—1 
OR E dem mn + Lı(&) er Pau Lm_n (2) .v— (x) 


zurückführen, wobei 


v7 Ciyı ee CUaya En Er OnYn 
und 


— Jedı RA, — /gı(«) ‚vdz + As,. 


0% — /yn-ı(®) .vdz + An- 


Die Funetionen yılz), Yalz)..- -. Pn—ı(z) sind durch die 
Gleichungen | 
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dC5 de. 


dc 
Re ig: Ch Dep te Ye. 
dyı do, | Ay dC, , ... ,dun dOn _ 
dx dx dz dt de dx 


Bern, dC, d®= 25 dl, 


der de da"? dx da" 2 
oder 
dC5 Ce dad, dC, On 
re rer 
erklärt. 


Ss 


dry En _ 
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'$ 99, Gl. (52.) bis (66.)} 
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